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Equazioni alle differenze

ur = f(€o,€1, .-y €L;UQ, ULy, Up—1)

Se f(-) e lineare e la dipendenza & da un numero finito di valori passati (n > m)
U = —A1UL—1 — ... — ApUk—p, +bo€r + ... + br—m
Esempio di ordine n = 2 (m = 0):
Uk = —A1UE—1 — A2Uk—2 + boey

ponendo (per u; e, analogamente, ey,)

U — Uk U — Ug
Vur, = up — Up_1 & Up—1 = U — VU
V2uk — Vuk — Vuk_l = Uk — 2uk_1 + Uk _2 Ul—2 = UL — 2V’LLk + V2uk

si ottiene infatti un’equazione alle differenze

asV2uy — (a1 + 2a2)Vuy, + (ag + a1 + Dug = boey,
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Equazioni alle differenze — 1

Soluzione di equazioni alle differenze a coefficienti costanti

Uk = Uk—1 + Uk—2 k> 2

conug =u; =1
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(serie di Fibonacci!)
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Equazioni alle differenze — 2

Soluzione elementare tipo z* (equivalente alla forma e* nel tempo continuo):

cz"C — czk_l + czl'“_2

JeFT? = 22— —1=0 = z2=(1%+V5)/2
quindi in generale la soluzione e della forma:

k k
Ul = C12] + C225

con ¢y, co determinate dalle condizioni iniziali per £ = 0, 1. Infine si ha

145 (1445 k+—1+\/5 1= V5
W 2 2v/5 2

Andamento divergente =- il sistema e instabile

Se tutte le radici dell’equazione caratteristica sono dentro il cerchio unitario =
la corrispondente equazione alle differenze e asintoticamente stabile, cioe la sua
soluzione convergera a zero al crescere del tempo per ogni condizione iniziale limitata
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Z-Trasformata — 1

Sia data una sequenza di valori z;, € R, definita per £k =0,1,2,... e nullaper k < 0. La
Z-trasformata (unilatera) della sequenza x;, € la funzione di variabile complessa z
definita come

X(z) =2z = x0+xlz_1—|—°-o—|—xkz_k+...:Zxkz_k
k=0

Nel caso in cui la sequenza di valori x;, sia ottenuta campionando uniformemente con
periodo 7" un segnale continuo descritto dalla funzione z(¢), ¢t > 0, siavra z = z(kT) e

X(z) =) a(kT)z""
k=0

'espressione estesa
X)) =2(0)+2(D) 2z +2Q2T) 22+ +a(kT)z7F +--.

Implica la specificazione del parametro periodo di campionamento 7°, da cui dipendono
| valori dei campioni della sequenza, cioe i coefficienti della serie
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Z-Trasformata — 2

Si scrive X (z) = Z[X (s)], intendendo X (z) = Z[{ L7 [X(s)]|,_, /- }]

Nelle applicazioni ingegneristiche la funzione X (z) assume in generale una
espressione razionale fratta (o in forma poli/zeri) del tipo

b2 b 2T by bo(r—2) (2 22) (2 — 2

X(z = m<n
(> Zn_|_alzn—1_|_..._|_an (Z_pl)(z_p2)(z_pn> ( _ )
che si puo esprimere anche in potenze di z—! (operatore di ritardo)
X(Z) _ T (bO Z—(n—m) 4+ bl Z—(n—m—l—l) 4o bm z—n)
2P (14+arz7t+--+apz™")
B bO Z_(n_m) _I_ bl Z_(n_m+1) + .. + bm Z_n
B l4arz7t+---+a,z7"
Esempio:
X(2) = z(z 4+ 0.5) _ 1+0.5271 _ 14+0.5z2"1

(z+1)(z+2) (A+zH)(1+2z71H) (14327142272
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Z-Trasformate elementari — 1

Impulso discreto unitario. Sia data la funzione (detta anche di Kronecker) §y(t)

1 t=20
”(t>:{ 0 t#0
X(z) = Z[x(t)]:ix(kT)z_k:1—|—Oz_1—|—0z_2—|—0z_3—|—-~-:1
k=0

Gradino unitario. Sia data la funzione gradino unitario

1 t>0 1 k=0,1,2,...
z(t) = h(t) = { 0 L= 0 ovvero h(kT) = { 0 L <0
H(z) = Zh®] =Y hkD)z" = zF=14+""+272 4270+
k=0 k=0
1 z

= T, & sere geometrica di ragione z
convergente per |z| > 1
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Z-Trasformate elementari — 2

Rampa unitaria. Sia data la funzione rampa unitaria
t t>0
z(t) = { 0 <0
Poiche x(kT) =kT, k=0,1,2,..., la Z-trasformata &

X(z) = Zt|= ix(kT)z_k = Tikz_k
k=0 k=0

= T('+22°2+327+--+)

= Tz '(1+22z"'+3272+--)

Z_l Z

B S EE e

la serie converge per |z| > 1
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Z-Trasformate elementari — 3

Funzione potenza «”. Sia data la sequenza di campioni

a® k=0,1,2,...
0 k<0

con a costante reale o complessa. Dalla definizione di Z-trasformata si ha che
© @) ©.@)
X(z) = Z[d"]= Zx(l-@)z_k = Zakz_k
k=0 k=0

= l4az ' 4a’2%4+a’2%+--

1 z

1—az 1 Z2—a

la serie converge per |z| > |a| (si noti che per a = 1 si ha il gradino unitario)
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Z-Trasformate elementari — 4

Funzione esponenziale. Sia data la funzione

e~ at t>0
z(t) = { 0 <0
con a costante reale o complessa. Poiché z(kT) = e~ %1 k£ =0,1,2,..., si ha
X(Z) _ Z[e—at] _ Z e—asz—k
k=0

1 z

1] —e—aT z—1 7z —e—al

che converge per |z| > e~ ()T (si noti che per a = 0 si ha il gradino unitario)
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Z-Trasformate elementari — 5

Funzione sinusoidale. Sia data la sinusoide

sin wt t >0
z(t) = { 0 t<0
Dalle formule di Eulero e noto che
. 1 Wit —qwt
sinwt = — (/" —e %)
2]
S X(2) = Z[sinwt] = — !
z = S111 WU| = ;
25 \ 1 — v z—1

1 (eij o e—ij>Z—1

1
1 _ e—iwT 41

251 — (eij + e—ij)Z—l 4 z—2

2 lsinwT

zsin w1’

1—2z"1lcoswT +272 22 —-2zcoswT +1

(la serie sottintesa & convergente per |z| > 1)
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Z-Trasformate elementari — 6

Funzione cosinusoidale. Sia data la cosinusoide

cos wt t>0
5”’(’5):{ 0 t<0
1 1
Z[coswt]:§ ( +

1 2 _ (6—ij + 6ij)Z—l
21— (eij + e—ij>z—1 + =2

1 — 2zt coswT
1 —2z7lcoswT + 272

2(z — coswT)
22 —2zcoswT +1

2| > 1

1
1 — eij Z_l 1 — e—ij Z_l
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Z-Trasformate elementari — 7

Funzione cosinusoidale smorzata. Sia data la funzione

e~ coswt t>0
=(t) = { 0 t <0
1 . .
X(z) = Zle"coswt| = 52[(6—“63% + e e Iwh)]

1 1 1
- 5 1 — e—(a—jw)T ,—1 + 1 — e~ (at+jw)T ,—1

1 2 _ (6—ij + 6ij)e—aT Z_l
1 —e Ty leoswT

1 —2e—aT z=1 cogwT + e—2aT 32

B z(z — e % coswT) _
22— 2e 9T zcoswT + e—2aT 2 > e

a’l
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Z-Trasformate elementari — 8

Funzione sinusoidale smorzata. Data la funzione

e~ sin wt t>0
z(t) = { 0 <0
Si ottiene
X(z) = Z|e “sinwt]

e~ =1 gin T

1 —2e—aT z=1 cogwT + e—2aT z—2

e~ zsinwT —aT
= 3 T 2aT 2] >e™
24 —2e 0l zcoswWl + e—4a

Le trasformate delle funzioni di maggior interesse sono solitamente riportate in tabelle
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Tabella Z-Trasformate — 1 (include quella modificata)

flr) L|s] Trasformata Z Trasformata Z modificata
] z 1
hit) <
") § z—1 z—1
. l Tz mT T
5= (z—1)° z—1 (z—-1)°
f 1 T3z(z+1) T_z m- 2m+1 2
2 53 2(z—1)3 2 |z—=1" (z=1)2  (z-1)3
k—1 }1 : a-‘:—l - . ak—l e—umT
k=1 | | kel _ : k—1 _
sk :l:]—l;%{ b dak—! | z— e 9! ;I:I—l;%( D dak=! |z — g4l
e—.:_:r ] z e—ﬂm'f
s+a zg—e 91 g—e ¥
- ] Tze™aT Te= 7T [g=T | m(z—e~T))
I'S_I_a'E (:‘:—E'_“T}E (Z— E_‘:T}j
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Tabella Z-Trasformate — 2 (include quella modificata)

fir) Lls] Trusformata 2 Trasformata 2 modificata
, : 3 ok ~amn |’
H‘lﬂ"" _L *-f_|"i S i_'[]ld_ L
(44 at+! da* |z—e og* |z—e
| i a H1l—e"") | "
— r ————— = -
¥[8+ a) (z—1){z—e=vT) =1 z=e¥
, ) B a dlaT =1+ jp (1 =~ —aTe 7)) T + aml —1 g
s(¥ 4 a) alz—1Plc—eoT) (z=1)2 " alz—1)  alz—e"")

;]

3 - = | ¥ =l
= (14 afle-™ e_'q__i_ . I are 3 I !.m_u_‘.f_fl_n?"r__xrm,-
sy 4+alt z— P e LI L z~1 s—pgmal " = g=alyl
e b-a (e —e bz o g~ bl
i = T ——— - x — -
(y4a)ls+b) (2= =0T )z = e=hT) g—gmidl o -l
_ i zsinal sxinamT + sinl ] —miiaT
sina. 3 St R ol e _
4 22 QeeosaTl 4 1 ==2zcosal + 1
) ¥ Slz=oosal) seosamT —cos( ] = mlal
LN
& aan 2 2econaT + 1 2~ 2-cosal + |
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Uso delle Z-Trasformate elementari

Esempio elementare

Prima tecnica:
r(t) =L X(s)]=1—¢e"F t>0

1 1
_ —t] _
X(2) = Z[l—e }_1—2_1_1—6_TZ_1

(1—e1)z1 _ (1—e 1)z
(1—2zH(1—-eTz71H) (z—=1)(z—eT)

Seconda tecnica;
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Cautela con la Z-Trasformata

La Z-trasformata X (z) e la sua sequenza corrispondente x(k) sono legate da una
corrispondenza biunivoca

Questo non avviene in genere tra la Z-trasformata X (z) e la sua “inversa” z(t)
Data una X (z) si possono in genere avere z(t) multiple che la generano

Infatti, diverse funzioni a tempo continuo possono avere gli stessi valori campionati
x(k), ad es. gradino unitario e sinusoide con w = /2, campionate con T’ =4S

AN
BVEVEY

(o]
t (s)

1

1

|

|

2

Questa ambiguita non sussiste se sono verificate le condizioni restrittive su 1" dettate
dal Teorema di Shannon
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 1

e Linearita
z(k) = af(k)+ bg(k)

X(z) =aF(z) + bG(2)

e Moltiplicazione per a*
Sia X (z) la Z-trasformata di x(t), a una costante

Z[aka:(k)} = X(a '2)

Zla"z(k)] = Zakx(k)z_kzz:x(k)(a_lz)_k

= X(a '2)
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 2

e Teorema della traslazione nel tempo
Sex(t)=0,t<0e X(z)=Z[z(t)],sihapern=1,2,...,

Zlx(t—nT)] =2""X(2) (ritardo)

n—1
Zla(t+nT)) = 2" | X(2) = Y x(kT)z"" (anticipo)
k=0

Operativamente
2 ra(k) =2k —1)

2 2x(k) = x(k — 2)
zx(k)=xz(k+1)

e cOosl via
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 3

e Dimostrazione nel caso di ritardo

Zlx(t —nT)] = i (kT — nT)z~"
k=0

= 2z " i z((k —n)T)z~ k)
k=0

da cui, ponendo m = k£ — n,

Zlx(t—nT)|=2"" Z x(mT)z™™

m=—n

e poiche x(mT) = 0 per m < 0, allora si puo scrivere

oo

Zlx(t—nT)]=2"" Z x(mT)z"™ =2""X(2) g.e.d.
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 4

e Dimostrazione nel caso di anticipo

Zlz(t+nT)] = Zx (KT +nT)z"% =2 Zx ((k +n)T)z~*+n)
k=0
[ oo n—1 n—1
= 2" Zx((k + n)T)z_(k+”) + Z x(mT)z"" — Z x(kT)z_k
L k=0 m=0 k=0
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 5

e Teorema del valore iniziale

Se X (z) e la Z-trasformata di z(t) e se esiste il

lim X(z2)

z— 00

allora il valore iniziale x(0) di z(¢) & dato da

z(0) = lim X(z)

z— 00

Infatti, si noti che
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 6

e Teorema del valore finale

Siano tutti i poli di X (z) interni al cerchio unitario, con al piu un polo semplice per z = 1
(nel qual caso, si ponga X (z) = X'(z)/(z — 1)). Allora

lim z(k) = lim [(1 — 27 ")X(2)] = lim [Z ! X(z)]

k— o0 z—1 z—1 z

Infatti
i z(k)z"F — ix(/@ — 1Dz = X(2) - 271X (2)
e quindi o -
lim li:c(k)zk - li:c(k - 1)2’1 = ki) x(k) — z(k —1)]

= [z(0) —z(=1)] + [z(1) — z(0)] + [=(2) — z(1)] + - -
= x(00) = X'(1) se presente polo semplice in z =1

— else
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 7

Esempio: Si consideri la trasformata di un segnale z(¢), campionato con 7', data dalla

Tz(z+ 1) ;o Tz(z+1)
2(z—0.5)(z — 1) (X (2) = 2(z — 0.5))

X(z) =

Il valore iniziale della sequenza z(k1') € quindi dato da (usando due volte de L'Hospital)

T
z(0) = lim X(z) = 5
mentre il valore finale e dato da
T 1
lim z(kT) = lim(1 —2z71) Ay
k— o0 z—1 2(z—0.5)(z—1)
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 8

e Differenziazione (nel dominio complesso)

Zlkz(k)| = —zdilzX(z)

ZIE" x(k)] = (—zi> X(z) (la (...) vaintesa come operatore)

dz

Esempio: Essendo la Z-trasformata del gradino unitario

2] = == (=)

per ottenere la trasformata del segnale rampa unitaria

2(k)=kT, k=0,1,2,...

shra= e () = (7
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 9

e Integrazione (nel dominio complesso)

Si consideri la sequenza

x(k
g(k) = —(k )

dove z(k)/k é finito per k = 0, e sia Z[x(k)] = X (2)

La Z-trasformata di x(k)/k € data da

] [ 2
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 10

e Teorema della convoluzione (nel dominio reale, ossia del tempo)

Siano date due funzioni =1 (t), x2(t), con z1(t) = x2(t) = 0, t < 0, e relative
Z-trasformate X1(z), X2(z). Allora

X1(2)X2(2) le (WT)xo (kT — hT)

h=0

Per la dimostrazione, si noti che

ZZCl ZCQk h] ZZZCl ZCQk h szl ZCQk h)

k=0 h=0 k=0 h=0

In quanto x2(k — h) =0, h > k. Definendo m = k — h, si ha

Z:cl Jxo(k — h) ] = ixl(h)z_h i xo(m)z™ ™ g.e.d.
h=0 m=0
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 11

e Teorema della convoluzione (nel dominio complesso, ossia della trasformata Z)

Siano date due successioni z1(k), x2(k), nulle per k < 0. Siano X1 (z) e X5(z) le
trasformate delle due successioni e R1, R 1 rispettivi raggi di convergenza. Allora la
Z-trasformata del prodotto = (k)z2 (k) € data da

2l (k)2 (k)] = % 7{1 (X (OX (¢ 2)dC,  dove Ry < |C] < |2l/Ry (+)

e Teorema di Parseval
Nelle stesse ipotesi precedenti, se |z| = 1 verifica (x), allora si ha

Z [ ()2 (R)] oy = le b = 5 § CIOXC G
Per 1 (k) = x2(k) = x(k), Si ottiene

2.8 1 1 1y L X (X (2~ ds
) = 5= § CIXQOXCE = 5 § =7 X)X ()
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Proprieta e teoremi della Z-Trasformata — 12

e Trasformazione di funzioni periodiche

Sia data una successione z,, (k) periodica di periodo pT e sia z(k) la successione dei
campioni del primo periodo e nulla per k£ > p

xp(k k=0,...,
CCE A S

Se X (z) e la Z-trasformata di z(k), allora vale
ZP 1

Xp(2) = Zlzp(k)] = X(z) = X(z)

zP — 1
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Antitrasformata Z

Permette di passare da una Z-trasformata X (z) alla corrispondente sequenza x; e

possibilmente alla funzione continua x(¢) cui corrisponde per campionamento la
sequenza xy

X(z) = - (k) - x(t)

biunivoca non biunivoca

Se e soddisfatto il Teorema di Shannon sul campionamento, la funzione continua z(t)
puo essere univocamente determinata a partire dalla sequenza z;

Diversi metodi per antitrasformare una funzione X (z)
1. Metodo della lunga divisione

N

Metodo computazionale

w

Metodo della scomposizione in fratti semplici

>

Metodo dell'integrale di inversione
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Antitrasformata Z: Metodo della lunga divisione — 1

Poiché la X (z) e espressa come serie di potenze
X(z) =) a(kT)z " =2(0) +2(T)z"" +2(2T)z"% +. ..
k=0
si divide il polinomio N (z) a numeratore di X(z) per il polinomio D(Z) a denominatore

con la nota regola (di Eulero)

N(z) bg+biz+--+bpz™ _q 9
(2) D(z) ap+aiz+---+apz" QT qz Rz

da cui si ricava che

z(0) = qo, (1) = q1, r(2T) = qo,
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Antitrasformata Z: Metodo della lunga divisione — 2

Esempio:
3 6 N(z) <« .
X — — — —
(2) (1—2"12(1—-05271) 2—-5z7144272—-273  D(z) hz:%%z
N(z)= 6 D(z)
6 —15z71 412272 —3z73 3 =qo
Ro(z) = +15271  —12272 43277
+152=1 —37.5272 430277 —7.52% 7.5 =q
Ri(z) = +25.5272 —27z73 +7.5274
+25.5272 —63.75273 +4+51z7*%  —12.75z7° | 12.75 = ¢
Ry(2) = +36.75273 —43.5z7% +12.7527°

trovando i quozienti ¢; in sequenza e procedendo con la divisione dei resti R;(z), Si
ottiene

X(2)=3+752" 141275272+ 18375275 + ...
z(0) = 3, z(1) = 7.5, r(2) = 12.75, z(3) = 18.375,
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Antitrasformata Z: Metodo computazionale

Valori numerici ottenuti in successione da un programma di calcolo. Esempio:

3
 —0.5273 422722527141
B 3
0527342272 -25z"141

X (2) (- U(2z) = 1 impulso discreto unitario)

X(z)

U(z)
X(2)(1—252""42272-05277) =3U(z)
z(k)=25x(k—1)—2x(k—2)+05x(k —3) + 3u(k)

Posto u(0) =1 e u(k) =0 per k > 0, ed essendo z(—1) = z(—2) = z(—3) =0, si ha in
modo ricorsivo (equazione alle differenze)

z(0) = 3

z(1) = 2.52(0)=7.5

x(2) = 2.5x2(1) —2x(0) =12.75

r(3) = 2.5x(2) —2x(1) +0.5x(0) = 18.375
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Antitrasformata Z: Metodo della scomposizione In fratti se mplici

boz™ + bz 4+ o+ b1z + by
(2 —=p1)(z —p2) - (2 — pn)
Caso 1: Se tutti | poli sono semplici, si pone

X(z)= —— 4+ 24 ... Z
1

X(z) = : m <n (perchesem =mn,...)

zZ— D Z— P2 Z_pn Di

dove i coefficienti c;, detti residui, vengono calcolati come ¢; = [(z — p;) X (2)]._,,
Se inoltre nella espressione di X (z) compare almeno uno zero nell’origine, si utilizza la
funzione X (z)/z e quindi

X(2) c1 Cn

o _I_..._|_
< Z—P1 & — Pn

X(z
& ¢ = [(z—pz-) ( >]
< =D
Quando sono presenti poli complessi coniugati, i coefficienti ¢; sono anch’essi

complessi e si ricorre alle formule di Eulero per ottenere funzioni trigonometriche.
L'espressione finale cercata e allora

n

z(k) = Z C; pf

1=1
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Antitrasformata Z: Metodo della scomposizione In fratti se mplici

Esempio: Antitrasformare la funzione

222 — 1.6 2z — 1.6 1.6z — 1.2
X(z) = ° G- 2(22 ) 0 anche = 2 + °
22 —1.6z2406 (z—1)(z—0.6) (z—1)(z — 0.6)
Si ha che
X(z) ¢ ca 1 1
z _z—1+z—0.6_z—1+z—06
da cui
z z
X(2) =
(2) z—1+z—0.6

e dalle tabelle
r(k)=140.6" = 2(0)=2, z(1)=1.6, 2(2) =1.36, ...

Allo stesso risultato si sarebbe ovviam_ente arrivati dividendo e lavorando con il resto
(funzione razionale strettamente propria)
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Antitrasformata Z: Metodo della scomposizione in fratti se mplici

Caso 2: Se X (z), ovvero X (z)/z, ha h poli p; ognuno di molteplicita »; > 1, con r; > 1
per almeno unindice j € {1,...,h} e Z?Zl T, =n

B(z)  boz™ + biz L+ b, 12+ by,

S G T Sy PRy Y Gy Uy Py 1

allora si puo porre

dove i residui generalizzati ¢;;. Si calcolano come

Cik = [(k —1 1) dikk_—ll (z=p)" X (Z>]
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Antitrasformata Z: Metodo della scomposizione in fratti se

mplici

Esempio di scomposizione: Si consideri la funzione

Si ha

X(z) =

1 1

C12

C21

C22

A 1623+ 1322412244 (242)2(z +1)2

C11 C12 . C21 C22
(z4+2)2 242 (241)2  z+1

(2 +2)°X(2)]s=—2 = 1

- 2 )
%(z + 2) X(z)] . = 2
(z + 1)2X(Z)]z:_ =1

y : )
E(Z + 1) X(z)] . = -2
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Antitrasformata Z: Metodo della scomposizione In fratti se mplici

Esempio: Antitrasformare la funzione

—2

Z ) = p— p—
1—21214+12:2-0123 23-21221+122—0.1 (2—0.1)(z—1)2
Si ha che
X
(Z) _ C1 X C21 X C22
2 z—01 (=12  2z-1
o =|(z-0 1)X(z>] =L 1234567
P oz |01 081
i 10 d X (2) 1
— —12X(’">] — . — 1111111 S -
en = [EDEE] T 2= |- = s

guindi
- 1.234567z  1.1111112  1.234567z

z—0.1 i (z —1)2 z—1

X(z)

e dalle tabelle
z(k) = 1.234567 ((0.1)" — 1) + 1.111111 %
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

Inversione basata sull'integrale di convoluzione (il metodo formale piu generale)
1 k—1
r(kT) = — ¢ X(2)2" 'dz, k=0,1,2,...
27'('] C

Si puo applicare il teorema dei residui (C' = curva che racchiude tutti i poli di X (7))

1 m
— ¢ X ()" ldz = k;
27'('] C ( ) ;
Per poli (di X (z)z*~1) semplici
k; = lim [(z —pi)X(z)zk_l}

Z—Pi

Per poli (di X (z)z*~1) aventi molteplicita r;

1 dri—t

(ri — 1) z2—pi dzmi—1 [(Z _pi)TiX(Z)Zk_l]

¢ E un metodo conveniente se X (z)z*~! non ha poli nell'origine
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

Esempio 1 (poli semplici): Calcolare z(kT') da

—aT)zk

e (1—e
= X(2) (z —1)(z — e—aT)

2

r(kT) =) [residuo g L=e

— (z—1)(z — eaT)

—aT)Zk:

inz:pi] =k + ko

dove i residui sono

Y =T

z—e—aT

== R
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

252

Esempio 2 (poli multipli): Calcolare x(kT) da X (z) = (z = 1)2(z — e

zk—i—l

(z —1)%2(z — el

= X(2)1 =

. . Zhtl .
x(kT) = Z [resuduo di EE = inz= pq;] = k1 + ks
=1
Zk:—i—l e—a(kz—i—l)T
ki o= i —e " =
: ysemaT [(Z R TP e—aT)] (1— e aT)2
1 d Zk—i—l
ky = lim — [(z —1)?
2 (2 1) 221 dz [(Z ) (z—1)2(z — e—aT)]
k41 1

1 — e—aT (1 _ 6—aT>2
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

Esempio 3 (assenza di zeri in z = 0): Antitrasformare la funzione

10

X(2) = z—1)(z—2)

Si noti che ora la funzione

102F—1
(z—1)(z—2)

X(2)2" 1 =

per £k =0, ha 3 poli (semplic)inz=0,z=1,z =2

10

X v = e o)

mentre per k£ > 0, hasolo2polinz=1,2=2

Questi due casi vanno quindi considerati separatamente
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

Esempio 3 (continua)
Caso k£ = 0. Si ottiene

2(0) = ; [residuo di o 11;)(2 5 nel polo z = p;
dove i residui valgono
ki = ;lgtl) _Zz(z—ll)o(z—2) =9
f2 = ;I—% (Z B 1)7;(7; — 11)0(7; — 2) =1
hy =l :(Z Bkl 11)0(2 mry]

e quindi
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Antitrasformata Z: Metodo dell'integrale di convoluzione

Esempio 3 (continua)
Caso k£ > 0. Si ottiene ora

p(k) =) [residuo di 10257 nel polo z = p;
— (z—1)(z —2) ‘
dove i residui valgono
.l 10zF-1 ]
o= I \Ee DTy T
0 10251 -
ke = lm =2y T 10T

e quindi
r(k) = ki + ke = =10+ 10(2""1) = 10(2F 1 — 1)
In definitiva, si ottiene

0 k=0
x%y‘{1m%4~4) k=1,2,3,...
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