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Sistemi a tempo discreto

Sistemi a tempo continuo
risposta dallo stato zero = integrale di convoluzione di ingresso e risposta impulsiva

c(t) = /Ot g(T)x(t —7)dr = /Ot g(t — 1T)x(T)dr

Sistemi a tempo discreto
risposta dallo stato zero = sommatoria di convoluzione di ingresso e sequenza

“ponderatrice”
k

k
mr = E d; ex—; = E e; d—;
i=0

1=0

La relazione in-out e comunque un prodotto algebrico nel dominio della trasformata

Sistemi Digitali di Controllo A.A. 2009-2010 — p. 2/32



Sommatoria di convoluzione — 1

x(t) x*(t)
J >

oT

G(s)

Poiche in ingresso c’e una sequenza (pesata) di impulsi di Dirac

x*(t) = jii:v(kﬂf)é(t-—-kﬂh)

k=0

la risposta y(t) del sistema lineare GG(s) e la somma delle risposte ai singoli impulsi

0<t<T

)+ g(t — 27z (2T

T'<t<2T

L g(D)2(0) + g(t — T)a(T) + ... . + g(t — kT)a(kT)

Sistemi Digitali di Controllo A.A. 2009-2010 — p. 3/32



Sommatoria di convoluzione — 2

Poiche ¢(t) =0, t < 0, si ha

y(t) = gt)x(0)+gt—T)x(T)+ ...+ gt —kT)x(kT)
k
= ) g(t—hT)x(hT) 0<t<(k+1)T
h=0
Calcolando il valore di y(t) negli istanti di campionamento ¢t = k7T, £k =0,1,2,..., €

tenendo conto che g(kT — hT) =0, h > k, si ha

k 00
y(kT) =Y g(kT — hT)z(hT) =Y g(kT — hT)x(hT) = g(kT) * z(kT)
h=0 h=0

Se la G(s) ha grado relativo n — m = 1, allora la risposta del sistema alla successione
di impulsi z*(¢) e discontinua negliistantit = 0,7, ..., kT e il valore fornito pert = kT é
da intendersi come y(kT™)

Se invece n — m > 2, allora la risposta y(t) e continua
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Funzione di trasferimento discreta

Dalla Z-trasformata della sequenza in uscita

y(kT) =Y g(kT — hT)z(hT)

h=0
si ha
Y(z) = > ykT)z% =) ") g((k— h)T)a(hT)z""
k=0 k=0 h=0
= Z g(mT)z"™ Z r(hT)z™" = G(2) X (2)
m=0 h=0
. Y(Z) . . . .

da cui G(z) = X(Z) Analogamente al caso continuo, la funzione di trasferimento G(z)

e anche quello che si ottiene in uscita per un impulso discreto (X (z) = 1) in ingresso

X(z) Y(z)

Y
Q
—~~

N
~

Y
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Funzione di trasferimento discreta — Esempi con integrator i

1)@1(3):% Y Gl(z):zil Gg(s):i = G’g(z):(zj_jzl)2

1

La risposta continua di Gy (s) al gradino X, (s) = - & Gi(s)X1(s) = —

La risposta continua di Ga(s) all'impulso Xy(s) =1 € Ga(s)Xo(s) = Ga(s) = 1

2
S
(identica alla precedente)

z

La risposta campionata Y; (z) di G1(s) al gradino campionato X;(z) = .
o

Yi(2) = Gi(2)X1(2) =

(z—1)2

é diversa dalla risposta campionata Y>(z) di G5(s) allimpulso discreto X(z) =1

Va(2) = Ga)Xo(2) = Gal2) = o=y
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Funzione di trasferimento discreta — Altro esempio

1 1 1
2>G(S>:3(3+1) T s s+l

La sua risposta impulsiva e i relativi campioni a passo 1" sono
gt) =L 1G] =1—-¢e"t = gkT)=1-¢e*" k=01,...

per cui la funzione di trasferimento discreta e

Nk N~ kT 2 &2 a(l-eTT)
G(z>_,§Z kZ:o T T i e T T oDz

che e anche la risposta campionata all'impulso discreto Xy(z) =1
Y(z) = G(2)Xo(2) = G(2)

La G(z) ha lo stesso numero di poli di G(s) ma presenta uno zero aggiuntivo
(nell’origine) dovuto al campionamento!
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Funzione di trasferimento discreta — Presenza di uno ZOH

Si consideri una G(s) in cascata a un organo di tenuta di ordine zero con fdt Hy(s)

La risposta campionata ad una sequenza discreta in ingresso con passo di
campionamento 7" avente trasformata X (z) si calcola come

Y(2) = Z[Ho(s)G(s)|X(2) = 2 [1 - E_ST G(s)] X(2)
— (Z[GS>] - z[e—sT@D X(2)
— (1- 2_1)2[G£S> X(z)

per cui la funzione di trasferimento discreta associata a G(s)Hy(s) €

GHo)(2) = GHo(2) = f(((z; - 221 Z[Gi@]

che porta ad una procedura sistematica di calcolo
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Funzione di trasferimento discreta — Esempi con ZOH

1") Si riconsideri nell’esempio 1) il caso di G1(s). In presenza dell’organo di tenuta di
ordine zero, la funzione di trasferimento discreta si calcola come segue

Gi(s) _ 1 Z[Gls(s)] - (zi—zw = G1Ho(z) = Zj Z[Gls(S)] - (ZZ)

S s2

2') Si riconsideri la G(s) dell’esempio 2). La procedura fornisce

o[22 - oteg] -2 ] e

s s + 2 s s+1] (=12 z—-1 z—¢T

da cui la funzione di trasferimento e

GHy(z) = 2_12[

—14

2 - (z—-1) z—e T (z—1)(z — e 1)

G(s)] T z—1  (THe ' —1Dz—Te ' +e T -1)

con gli stessi poli del caso senza ZOH, ancora con uno zero aggiuntivo ma spostato

In generale, per la GHy(z) si otterranno sempre n poli, legati a quelli di G(s) dal
mapping z = e*!', e n oppure n — 1 zeri, quale che sia il loro numero in G(s)
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Risposta a tempo discreto — Esempio di confronto

. 1 . N
Siano G(s) = s z(t) = e~ ', T = 1. Consideriamo tre situazioni:
S
z(t) y(t)
— G(s) ——
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Esempio di confronto (cont)

Caso (a) campioni della risposta a tempo continuo

111
s+1s+1 (s41)2

Ya(s) = G(s)X(s) =

Yo (ET) = (E_l [Ya(s)])‘t:sz = (t 6_t)‘t:sz — kT e FT (conT =1)

(a) -- Rispostaa segnale x(t)

0.9~
0.8+
0.7+
0.6
05+
0.4+
0.3+
0.2}

/
/
/
0.1}/
- ’
/

Sistemi Digitali di Controllo A.A. 2009-2010 — p. 11/32



Esempio di confronto (cont)

Caso (b) campioni della risposta alla sequenza di campioni dell'ingresso

Yu(t) = <

0<t<T
T <t<2T

L g()2(0) + g(t — T)a(T) + ... + g(t — kD)a(kT) kT <t < (k+1)T

In questo caso, g(t) = e~* (anti-trasformata di G(s)) e quindi

Yp(t) =

9

y

\

e—t

6—t + 6—(t—T)€—T — 2€—t

0<t<T
T <t<2T

et 4. 4o FD ek — (k4 1)e? KT <t<(k+1)T

=

yp(kT) = (k+ 1)e™™

(conT =1)
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Esempio di confronto (cont)

Caso (b)

(b) -- Risposta al segnale x*

\
v
\
ogp\ ,
" \
\
\

0.8

\
\ \
- \ ! \
\ I \
\ ! \
AY I \\
.

05 L \

\ ' N

\
o
\ Il N
\ \
\ | N
N N
L N N Q -
A N 1N
N ! ~
N N
0.2
el N

0.1f o .

grado relativo di G(s) pari a n — m = 1 = discontinuita negli istanti t = kT
= yb(kT) — yb(kT+)
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Esempio di confronto (cont)

Caso (c) campioni della risposta a sequenza di campioni dell’'ingresso tenuta con ZOH

1—e s 1 Z[e_t} _ 1—e 1 e 171
s s+1 el (1—eTz71)2

con T=1 = vy (kT)=17181ke ",  k=0,1,2,...,

Yo(2) =Gg,(2)X(2) = Z[

(c) -- Risposta a segnale x0
1 T T T T T

0.9+~

0.8

0.7+

0.6

0.5+

0.4}

0.3-

/
,
,
021
20
,
/

,
/
;
0.1,
. !
;
;

/ \
0 4 I I I I I I I I !
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

I'uscita del processo e continua in questo caso
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Funzione di risposta armonica discreta

Data una G(z), la risposta armonica discreta & definita ponendo z = 7«1

Ws

G(e?*T) definitaper 0 < w < >

el

essendo periodica (nella pulsazione w) per multipli di w,
G(ej(w+kws)T) _ G(eij)
e, per w < 0, con valori complessi coniugati rispetto al caso w > 0
G(ej(—w)T) _ G*(ej“’T)

la risposta armonica discreta e una funzione trascendente in w
= non e possibile tracciarne i diagrammi di Bode con le regole del caso continuo

= sl usa una particolare trasformazione conforme (dal piano z al piano w) per
riottenere una rappresentazione razionale
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Significato fisico della risposta armonica discreta

E’ analogo al caso continuo: dato un sistema G(z) asintoticamente stabile, la risposta
a regime permanente ai campioni di un ingresso sinusoidale sin(wkT') di ampiezza
unitaria € ancora una sinusoide A sin(wkT + ), con ampiezza A e ¢ fase

A= |G(e*T)| p = Arg[G(e’“")]

Infatti, dalla trasformata del segnale sinusoidale

zsinwT’
2?2 — (2coswT)z + 1

1 z z
27 \ z — eIvT -z — eiwT

|G(ej‘”T)\( eIz elP 2 )

27 z —eiwl 5 _ e—jwT

X(z) = Zl[sin(wt)] =

Sl ha

Y(2) =G(2) X(2) = Yo(2) +

= termine transitorio Y, (z) che si annulla asintoticamente, dato dai poli stabili di G(z)
+ termine permanente sinusoidale di ampiezza A = |G(e/“1)| e fase ¢ = Arg[G(e/“1)]
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Composizione di schemi a blocchi

ceory) T ;(@; o o
L
Campionatore fittizio ~ _ __ 01 Y (2) !
Y(s) =G(s)X"(s)
Y*(s) =|G(s)X*(s)]" = G(s)* X™(s) (teorema della convoluzione)
Y(2) =G(2)X(2)
Caso 2) =t - G(s) y() -
X(s) Y(s)

Y*(s) = |G(s)X(s)]" (non sidefinisce la X (z) mancando il suo campionamento)

Y(z2) = Z|G(s) X (s)] = GX(z) # G(z) X(2) (del caso precedente)
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Blocchi in cascata con/senza campionatore intermedio

oT e oT |

z(t) 5/ z*(t) il L AL (b)
caso@ X _aryme-z[ La[ L]
Caso (b) ?;;Ei; = 2|G(s) H(s)] = [s—ll—a sib]
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Esempio

Siaa =b=0ap. 18 = doppio integratore con/senza campionamento intermedio

Nel caso (a)
- 2fel]- (29
Nel caso (b) YTZ)::‘z[?£]:='—;ZE__
X (2) 2] (- 1)7

Se, nel caso (b), si aggiunge un organo ZOH in ingresso (dopo il campionatore), si ha

z—1T%2(24+1) T*(2+1)
z  2(z—-13  2(z—1)2

Y (2) z—12[1

— | = ... le... =
X(z) 9 33] tabelle

Ritroviamo ora quest’ultimo risultato facendo riferimento a un caso di natura cinematica
e alle relative equazioni alle differenze
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Interpretazione cinematica dell’esempio

Nel caso (b) con ZOH, sia 'uscita y del secondo integratore una posizione p(t), 'uscita
del primo integratore una velocita v(¢) e I'ingresso = un’accelerazione di comando a(t)
che varia solo negli istanti di campionamento ¢ = £7'. Posizione e velocita iniziali sono
p(0) = po € v(0) = vy. Grazie allo ZOH, si ha in ingresso al primo integratore

a(t) = a(kT) = ay te kT, (k+1)T)
Si avra (ot 1)T
vpr1 = v((E4+1)T) = v + / a(t)dt = v + apT
kT
(k+1)T |
prr1 = p((k+1)T) =pr + / v(t)dt = pr + vpT + §akT2
kT
da cui, tenendo conto del teorema della traslazione in avanti
T
ZV(z)—w] = V() +ART = V(z)= —= Alz) + 5
B 1 5 - T?(z+1) 2001 + poz(z — 1))
Z[P(z) — po] = P(z)—l—V(z)T—l—§A(z)T = P(z) = 2 1 A(z)+ 1)
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Composizione di blocchi con retroazione — 1

E(s E*(s C(s
) B g B[] )

A

T
—~
V)
~—
A

(s)

R(s)— H
R(s)— H

*
~~
V)
~—
I

E
campionando C fuori dall'anello {C

_ G*(s) R*(s)

O = TG (s)

= C(z)

La funzione di trasferimento discreta del sistema in retroazione e

c)  Ge)
R(z) 1+ GH(z)
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Composizione di blocchi con retroazione — 2

Alcune configurazioni tipiche di sistemi di controllo discreti in retroazione

RO) S [ool O )

_/
A

A —

H(s) s s
a”ifﬁﬁiQ
R(s) O /‘_> - C(s) / C(z) =
His) G(2) R(2)

C(2)

T 1+ G(2)H(z)
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Composizione di blocchi con retroazione — 3

) ) Gi(s)— —{Ga(s) Cls) ~C)

o G1(2> GQ(Z) R(Z)
CE) =260 Gali(2)
R(s C(s C(z
o5
H(s)
C(Z) o GQ(Z) GlR(Z)




Composizione di blocchi con retroazione — 4

R(s) Cls) #C)

A —

Y
P
~—~

V)
~—

-
>

Conclusioni:;

e in tutti gli esempi precedenti, e sempre possibile calcolare I'espressione dell’'uscita
C'(z) in termini di Z-trasformata.

e negli ultimi due esempi, non si puo definire una funzione di trasferimento discreta
C'(z)/R(z) (in assenza del campionamento in ingresso su R(s) a monte o a valle
dell’'organo di confronto)
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Z-Trasformata modificata — 1

Serve a continuare a operare nel dominio della Z-trasformata anche quando e
presente un ritardo finito 7 < 7" (mod T") nel processo, o0 quando questo ritardo viene
Introdotto dall’elaborazione della legge di controllo digitale

X(S)/ *(S)! Moo Y(S)= . | Y=(S)
¥ —oeml——1 |
(a) ¥ (s, m)
X(z) Y(z,m)
~G(z,m) >

Si introduce il parametro

m=1— con0<m<1 (7=(1—-—m)T)

-
T
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Z-Trasformata modificata — 2

Luscita 4/(t) ritardata di 7 = (1 — m)T al tempo ¢ = kT e uguale all’'uscita non ritardata
y(t) allistante t = kT — (1 —m)T, k=1,2,3,...

Y
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Z-Trasformata modificata — 3

Ricordando che

i g(KT)8(t — kT)

k=0

G*(s) = LIg"(t)] = L

si definisce la funzione di trasferimento discreta modificata G(z, m) come

g
Q
~
I
Q
w
3
|

G*(s,m)|

—1
S=7 In 2

= Llg*(t =1 -=m)T)]|

—1
S= In 2

= Llg*(t =T +mT)]|

—1
S= 7 In 2

= 27 Llg*(t +mT)]]

— 1
S=7 In 2

Per m — 0 si ha quindi che
G(z) = lim zG(z,m)

m—0
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Z-Trasformata modificata — 4

Vale la proprieta
Y(z,m) = G(z2,m)X(2)
= yo(mT)z"t +y(mT)z72 + - -

dove il valore y(mT') vale
yr(mT) = y((k +m)T)
Esempio: f(t) = e %

Znle %t = Z [e_a(t_T) h(t — 7')}
=Y e M TRk T —7) 2% (r=(1-m)T)
k=0

e—amTZ—l
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Z-Trasformata modificata — 5

Verifica grafica su una generica f(t),conT =1s, 7 = 0.8 s (quindi, m = 0.2)

(a) f(t) ecampioni

(b) f(t-d) e campioni

16 16
14 / \ 8 14 /\ .
121 B 121 B
1- A 1- A
08 : 0.8 i 8
0.6 A 0.6 4
0.4t : 0.4t :
0.2+ 4 0.2+ 4
0 0 ;
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
(c) f(t), f(t-d) e campioni (d) f(t) e campioni tra istanti di campionamento
16 ; T ; 1.6 ; ; ;
14- } B 14F /\ < T e
| -
i S
12r } 7 1.2+ | S } i
| ey
1r 1 Ik ! | i
08F . 0.8F 1
06r ] 0.6F : :
04r ] 0.4 :
02t 1 024! i fi » 1 i
0 | ! oL ‘ (
0 1 2 3 4 5 6 0 / 5 3 4 5 6
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Esempio di uso della Z-Trasformata modificata

Ho(s) G(s)
e e i
() C(z) _ L5 HyG(2)
- R(z) 1+ 1.5 HoG(2)
e
(1_Z_1)Zm[s(s:—1)] mzl—%:O.G

—1 —mTZ—l

< €

(=27 [1 — 11 —e—Tz—1]

271(0.450 + 0.182 2~ 1)
1 —0.368 21

C(2)

T U(2)

= ¢, =0.368c¢c,1+045u,_1+0.182u,_o
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Calcolo dell’'uscita tra istanti di campionamento — 1

Esempio
R(2) C(z,m)
— O P(2) = —{Ho(s) | G(s) fr— =75 = —
c(t — 1)
C(2)
Con P(z) = 1.5, G(s) = ] el =1s,siha

HyG(z,m) =

C(z,m) _ P(z) HyG(z, m)
R(z) 1+ P(z) HyG(2)
Z_l [(1 . e—mT) i (e—mT . e—T)Z—l]
1 —e1x-1
(1—e 1)zt
1 —e 11
1.5 2z~ 1 [(1 —e ™) 4 (emm T — e_T)z_l]
1405821
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Calcolo dell’'uscita tra istanti di campionamento — 2

1
1 —2z1

Simulazione con riferimento in ingresso pari a un gradino unitario R(z) =

1.5 271 [(1 —e MDY 4 (emmT — e_T)z_l}

C —
(z,m) 1—0422-1 — (.58 22

C(z,m)=151—-e ™)zt +1.50.58e ™" +0.052)27% + ...

Uscita del sistema e uscita ritardata
:

1

0.9+

0.8+

0.7+

0.6

0.5+

0.4+

0.3

0 1 2 3 4 5 6

(a) T=0 (b) 7=0.3s (c) T=0.7s
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