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Notazioni

C(R")
CH(R")
C*(R")
Vi(z)

V2 f(x)

spazio dei vettori z a m componenti reali;
¢ inteso come vettore colonna;

¢ il versore unitario i-esimo, cioe il vettore che ha
tutte componenti nulle escluso 'i-esima che ¢ uguale uno;

insieme dei reali non negativi;

vettore riga ottenuto come trasposto di z;

oppure z; indicano la -ma componente di x (quindi x; € R);
indica il k-mo vettore di una successione (quindi z; € R");
successione formata dai vettori x;

sottosuccessione definita dall’ insieme (infinito) di indici K;

norma di x; in assenza di altre indicazioni, ||z|| & la norma euclidea,
n 1/2

ossia ||z| = E z? , dove z; € R sono le componenti di x;
i=1

sfera aperta di raggio p > 0 con centro z* € R", ossia:
B(a*;p) ={z € R" : [z — 2*|| < p};

insieme delle funzioni continue su R" ;
insieme delle funzioni continuamente differenziabili su R" ;
insieme delle funzioni due volte continuamente differenziabili su R" ;

gradiente di una funzione f : R™ — R calcolato in x; V f(x) ¢ inteso

COf(x) :
come vettore colonna con componenti P , g=1...,m
Lj
matrice Hessiana (n x n) di una funzione f : R™ — R calcolata in z,
. 0*f(x) -
con componenti ,peri, g =1,...,n.
8a:i8mj

interno dell’insieme A C R™.
chiusura dell’insieme A C R".
frontiera dell’insieme A C R".

'insieme definito da {z € A:z ¢ B}.




Capitolo 1

Programmazione Lineare

In questo capitolo, dopo aver introdotto alcune definizioni di base per i problemi di pro-
grammazione matematica, vengono considerati i problemi di Programmazione Lineare.
Questa classe di problemi presenta una struttura particolare che puo essere sfruttata
nel definire metodi numerici di risoluzione estremamente efficienti.

1.1 Introduzione

L’ottimizzazione (o programmazione matematica) ¢ una disciplina della matematica
applicata che studia problemi in cui si vogliono determinare punti di minimo di una
funzione f a valori reali in un insieme prefissato F. Tali problemi, detti problemsi di
ottimizzazione, vengono rappresentati nella forma:

min f(z) (1.1)
x € F,
dove

- la funzione f : F — IR & detta funzione obiettivo;

- l'insieme F ¢ detto insieme ammaissibile.

Riguardo alla possibilita di affrontare il precedente problema di minimizzazione si in-
troducono le seguenti definizioni che caratterizzano le diverse situazioni che si possono
incontrare.

Definizione 1.1.1 Il Problema (1.1) si dice inammissibile se F = 0, cioé se non
esistono soluzioni ammissibili.

Definizione 1.1.2 [l Problema (1.1) si dice illimitato (inferiormente) se comunque
scelto un valore M > 0 esiste un punto xp € F tale che f(xpy) < —M

Definizione 1.1.3 Si dice che il Problema (1.1) ammette soluzione ottima (finita) se
esiste un x* € F tale che risulti f(z*) < f(x) per ogni x € F. Il corrispondente valore
f(x*) di dice valore ottimo.



Si puo notare che, se si ha un problema di massimizzazione cioé se si deve trovare un
punto in cui la funzione f assume valore piu alto possibile, ci si puo sempre ricondurre
a un problema di minimo, cambiando di segno la funzione obiettivo. Infatti un punto
di massimo del problema
max f(x)
zeF

¢ un punto z* € F che, per definizione, soddisfa la seguente proprieta:
f(a*) = f(x), perogni z€F,

che ¢ equivalente a:
—f(z*) < —f(z), perogni z€F,

da cui segue che x* & anche un punto di minimo del problema

min —f(x)
xeF
e risulta:
max f(z) = —min(—f(2)).

Percido non si ha nessuna perdita di generalita a studiare ed affrontare solamente
problemi di minimizzazione o, viceversa, solamente problemi di massimizzazione.

1.2 Problemi di Programmazione Lineare

Definizione 1.2.1 Una funzione reale di n variabili reali f:IR™ — IR si dice lineare
se valgono le sequenti condizioni:

i) per ogni ,y € IR" si ha fle+y)=fz)+ fy);
ii) per ogni x € R* e A € R risulta  f(Ax) = Af(z).
Una immediata conseguenza di questa definizione ¢ che una funzione ¢ lineare se e solo
se puo essere scritta nella forma
c1x1 + caxa + ...+ cpTn (1.2)

con cy,...,Cy costanti reali.!

'nfatti & immediato verificare che una funzione della forma (1.2) soddisfa la Definizione 1.2.1; d’altra
parte, se una funzione f(x) & lineare cio¢ se soddisfa la Definizione 1.2.1, allora si puo scrivere nella
forma (1.2); infatti se indichiamo con {e1, ez, .. ., e, } la base canonica di IR" allora risulta z = > | ze;
dove le x; sono le componenti del vettore . Quindi utilizzando la linearita si ha

f(.T) = f(x1€1+1’2€2+"'+1’n€n) :f(x1€1)+f(x2€2)+"'+f(1'nen) =
z1f(er) +xaf(e2) + - xnflen) = 121 + 22 + -+ + Cpitn

dove ¢; = f(e;) peri=1,...,n.



Quindi

x1 + 4x9 — 3.513
—2x1 + (sind)xy + w3 — 4zs,
sono funzioni lineari, mentre
(21)? + 429 — 3.523
T1 + 4x9 — 3.5e*3

—2x1 + sinxg + mx3 — 4xs,

non sono funzioni lineari.

Un Problme di Programmazione Lineare (Problema di PL) & caratterizzato da

e da una funzione obiettivo lineare da minimizzare o massimizzare che & scritta
nella forma

n
fl@)=cz1+...+cpey = chxj.
j=1

e da un ammissibile costituito da un numero finito, m, di vincoli lineari, cioe x € F
se e solamente se x soddisfa relazioni del tipo:

ap1xr1+ ce +ainTn > bl
a1 w1+ . +aznxT, 2> bo
Am1T1+ +AmnTn > bm.
Introducendo il vettore ¢ € IR", definito ¢ = (c1,...,¢,)T e x € IR® definito z =
(21,...,2,)7 la funzione obiettivo puo essere scritta in notazione vettoriale
.

Inoltre, introducendo la matrice (m x n)

ail e QA1n
A= :
aml .. QAmn
e il vettore b = (by,...,bn)" la formulazione completa di un generico problema di
Programmagzione Lineare puo essere scritta nella forma
min ¢’z
Ax > b.



Per esempio,
max xr1 + T2

v
—_

Tl + X2

IN
w

T+ X2

120, 22 >0,

min 21 — 2o + x3 + 324

I
—_

T+ X2 — T4

IA
o

1+ 2x9 — T3 + 214
2120, 220 >0, x4 >0,

sono problemi di PL.

1.3 Interpretazione geometrica di un Problema di
Programmazione Lineare

In questo paragrafo si vuole fornire una interpretazione geometrica di un problema di
Programmagzione Lineare. In particolare, quando un problema di Programmazione Li-
neare contiene solamente due variabili, si puo rappresentare efficacemente il problema
sul piano cartesiano e si puo determinare una sua soluzione in maniera elementare con
semplici deduzioni geometriche. Le situazioni che verranno presentate nel seguito vo-
gliono rappresentare un punto di partenza intuitivo per la trattazione di problemi di
Programmazione Lineare in n variabili; i risultati che verranno dedotti per via elemen-
tare nel caso bidimensionale trovano, infatti, una generalizzazione consistente nel caso
di un generico problema di Programmazione Lineare.

A questo scopo verranno considerati due esempi di problemi di Programmazione Li-
neare gia ottenuti come primo esempi di formulazione in due variabili di un semplice
problema di allocazione ottima di risorse e di un semplice problema di miscelazione (ri-
spettivamente Esempio 3.4.1 ed Esempio 3.4.12 degli Appunti dalle Lezioni di Ricerca
Operativa — parte Modelli di Programmazione Lineare e Lineare Intera).

Esempio 1.3.1
Si consideri ora il problema di allocazione ottima di risorse rappresentato dal seguente
problema di Programazione Lineare:

max (7x1 + 10x2)
T + 29 < 750

x1 + 229 < 1000
r9 <400

I Z 0,$2 Z 0.

Sul piano cartesiano Ox1x9 ciascun vincolo individua un semipiano. In particolare, in
Figura 1.1 e evidenziato il semipiano individuato dal primo vincolo 1 + z2 < 750. In
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Figura 1.1: Semipiano individuato dal vincolo x1 + x2 < 750

00

1000

Figura 1.2: Semipiano individuato dal vincolo x1 + 222 < 1000

Figura 1.2 ¢ evidenziato il semipiano individuato dal secondo vincolo z1 + 2x2 < 1000.
Infine in Figura 1.3 & evidenziato il semipiano individuato dal terzo vincolo xs < 400.
Ovviamente i vincoli di non negativita delle variabili 1 > 0 e zo > 0 rappresentano
rispettivamente il semipiano delle ascisse non negative e il semipiano delle ordinate non
negative.

L’insieme ammissibile del problema di Programmazione Lineare che stiamo esaminando
e dato quindi dall’intersezione di tali semipiani e si puo indicare con

S — {(xl,xg) € R | a1+ w0 < 750,21 + 229 < 1000, 22 < 400,21 > 0,29 > 0}.

Tale regione di piano prende nome di regione ammissibile, € un insieme convesso ed &
rappresentato in Figura 1.4. Tutti i punti P(x1,x2) appartenenti a questa regione sono
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Figura 1.3: Semipiano individuato dal vincolo xo < 400
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Figura 1.4: La regione ammissibile S
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Figura 1.5: Curve di livello della funzione f(x1,x2) = 721 + 1022 e punto di ottimo

punti dell’insieme ammissibile del problema e quindi tutti i punti di questa regione
costituiscono soluzioni ammissibili del problema.
Si consideri ora la funzione obiettivo 7x1 + 10x2 e si consideri la famiglia di rette

Tx1 + 1029 = C

ottenute al variare del parametro C. Esse costituiscono le curve di livello della fun-
zione in due variabili f(z1,22) = 7z1 + 10z che sono ovviamente delle rette come
rappresentato in Figura 1.5.

In riferimento al problema di allocazione ottima rappresentato dal problema di Pro-
grammagzione Lineare che stiamo esaminando, il parametro C' rappresenta il profitto
totale che deve essere massimizzato. Per C' = 0 si ottiene la linea di livello passante per
Porigine del piano Oxjxy. Ovviamente, scegliendo x1 = 0 e x2 = 0 (che & un punto
ammissibile in quanto (0,0) € S) si ottiene il profitto totale nullo. All’aumentare
del valore di tale profitto, cioe all’aumentare del valore della costante C, graficamen-
te si ottengono rette parallele alla retta di livello passante per l'origine traslate nella

direzione di crescita della funzione 7x; + 10x9 data dal vettore < 170> (Figura 1.5).

Poiché si desidera massimizzare la funzione obiettivo, si cerchera di raggiungere il va-
lore piu alto per la C' ottenuto scegliendo per z; e x3 valori ammissibili cioe tali che
(x1,22) € S. Osservando la rappresentazione grafica della regione ammissibile S si
deduce che all’aumentare di C, le rette di livello della funzione obiettivo intersecano la
regione ammissibile finché C' < 6000. Tale valore e ottenuto per x1 = 500 e x5 = 250
e non esistono altri punti della regione ammissibile in cui la funzione obiettivo assume
valori maggiori. Il valore 6000 ¢, quindi, il massimo valore che la funzione obiettivo
puo raggiungere soddisfacendo i vincoli. Tale soluzione ottima €& raggiunta in corri-
spondenza del punto P di coordinate (z1,z2) = (500,250); tale punto non ¢ un punto



qualsiasi, ma costituisce quello che nella geometria piana viene detto vertice del poli-
gono convesso che delimita la regione ammissibile. Il fatto che 'ottimo del problema &
raggiunto in corrispondenza di un vertice della regione ammissibile non e casuale, ma
come si vedra in seguito, € una caratteristica fondamentale di un generico problema di
Programmagzione Lineare. Si osservi fin d’ora che la frontiera della regione ammissibile
¢ definita dalle rette

I + T = 750, T + 2562 = 1000, Tro = 400, Tr1 = 0, o = 0

e che ogni intersezione di due di queste rette ¢ un vertice della regione ammissibile;
il numero di queste possibili intersezioni (non tutte necessariamente appartenenti alla
regione ammissibile) ¢ ovviamente pari al piti a 10. Si osservi, infine, che nel punto di
ottimo sono attivi i vincoli 1 + 2 < 750 e 1 + 229 < 1000 mentre non ¢ attivo il
vincolo x5 < 400.

Nel caso particolare che stiamo esaminando, la soluzione ottima determinata & unica,
ma in generale puo accadere che le rette di livello della funzione obiettivo siano parallele
ad un segmento del perimetro del poligono che delimita la regione ammissibile; in questo
caso potrebbe accadere che esistano pit punti ammissibili in cui la funzione assume lo
stesso valore ottimo e quindi la soluzione non sarebbe piti unica; nel problema in esame,
cio accadrebbe, ad esempio, se la funzione obiettivo fosse cxq +2cxo con ¢ costante reale
positiva (Figura 1.6); infatti, tutti i punti del segmento AB rappresentano soluzioni
ottime. Tuttavia, anche in questo caso si puo sempre trovare un vertice che costituisce

T2
A
750
% A
B

250 g

0 o1

250 500 750 1000

Figura 1.6: Esempio di soluzione non unica
una soluzione ottima.

Esempio 1.3.2
Consideriamo ora il problema di miscelazione rappresentato dal seguente problema di



Programagzione Lineare:
min(400z1 + 60022)
140z, > 70
20z1 + 1022 > 30
25x1 + 50x9 > 75
12> 0,72 >0

Nelle figure che seguono rappresentati i vincoli lineari di questo problema; In particolare
nella Figura 1.7 ¢ evidenziato il semipiano individuato dal vincolo 140z; > 70. Nella

»T1

0.5

Figura 1.7: Semipiano individuato dal vincolo 140z1 > 70

Figura 1.8 e nella Figura 1.9 sono evidenziati rispettivamente i semipiani individuati
dai vincoli 20x1 + 10z > 30 e 2521 + 50z > 75.

Figura 1.8: Semipiano individuato dal vincolo 20x; + 1022 > 30
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Figura 1.9: Semipiano individuato dal vincolo 25x1 + 50xo > 75

Ovviamente i vincoli di non negativita delle variabili 1 > 0 e x2 > 0 rappresentano
rispettivamente il semipiano delle ascisse non negative e il semipiano delle ordinate non
negative.

L’insieme ammissibile del problema di Programmazione Lineare che stiamo esaminando
e dato quindi dall’intersezione di tali semipiani e si puo indicare con

S = {(xl,xg) € R? | 140z > 70,2021 + 10z > 30,2521 + 5025 > 75,21 > 0,29 > 0}.

L’insieme S rappresenta la regione ammissibile del problema di Programmazione Li-
neare in esame ed e rappresentata in Figura 1.10. Tutti i punti P(x1,x2) appartenenti

€2

Figura 1.10: La regione ammissibile S

a questa regione sono punti dell’insieme ammissibile del problema e quindi tutti i punti
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di questa regione costituiscono soluzioni ammissibili del problema. Si osservi che, a
differenza della regione ammissibile del problema considerato nell’esempio precedente,
la regione ammissibile S ¢ illimitata.
Ora, tracciando le curve di livello della funzione obiettivo 400x1 4+ 600x2 si ottiene la
famiglia di rette

40021 + 60029 = C.

Trattandosi di un problema di minimizzazione si vuole determinare il valore piti basso
di C ottenuto scegliendo per x; e xo valori ammissibili cioe tali che (z1,z2) € S.
Osservando la rappresentazione grafica della regione ammissibile .S e osservando che la

4
direzione di decrescita & quella opposta al vettore < 688)’ si deduce che al diminuire

di C, le rette di livello della funzione obiettivo intersecano la regione ammissibile finché
C > 1000 (Figura 1.11) Tale valore ¢ ottenuto per x; = 1 e 2 = 1 e non esistono

N
N
3 N ..
S S direzione
. N

di decrescita

Figura 1.11: Curve di livello della funzione 400z 4+ 600z2 e punto di ottimo

altri punti della regione ammissibile in cui la funzione obiettivo assume valori minori.
Il valore 1000 &, quindi, il minimo valore che la funzione obiettivo puo raggiungere
soddisfacendo i vincoli. Tale soluzione ottima e raggiunta in corrispondenza del punto
P di coordinate (x1,x2) = (1,1); si osservi che anche in questo caso tale punto ¢ un
punto particolare della regione ammissibile. Si osservi, infine che in questo punto sono
attivi i vincoli 20x1 + 10z > 30 e 25x1 + 5029 > 75 mentre risulta non attivo il vincolo

Abbiamo esaminato due esempi di interpretazione geometrica e soluzione grafica di
problemi di Programmazione Lineare in due variabili. In entrambe i problemi e stato
possibile determinare una soluzione ottima. Tuttavia e facile dedurre, sempre per via
geometrica, che un problema di Programmagzione Lineare pud non ammettere soluzione
ottima. Ad esempio, se nell’Esempio 1.3.1 sostituiamo il vincolo x2 < 400 con il vincolo
o > 1000, la regione ammissibile sarebbe vuota nel senso che non esisterebbe nessun
punto del piano che soddisfa tutti i vincoli. In questo caso il problema risulterebbe
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inammissibile e questo indipendentemente dalla funzione obiettivo e dal fatto che il
problema € in forma di minimizzazione o massimizzazione.
Un altro esempio di problema di Programmazione Lineare che non ammette soluzione
ottima si puo ottenere considerando il problema dell’Esempio 1.3.2 e supponendo che
la funzione obiettivo debba essere massimizzata anziché minimizzata. In questo caso
nella regione ammissibile (che ¢ illimitata) la funzione obiettivo puo assumere valori
arbitrariamente grandi cioe tali che comunque scelto un valore M > 0 esiste un punto in
cui la funzione obiettivo assume valore maggiore di M; questo significa che il problema
¢ illimitato superiormente e quindi non puo esistere una soluzione ottima.

Sulla base di queste considerazioni sulla geometria di un problema di Programma-
zione Lineare in due variabili si puo intuire che le situazioni che si possono verificare
sono le seguenti:

e il problema ammette soluzione ottima (che puod essere o non essere unica) in un
vertice del poligono convesso che delimita la regione ammissibile;

e il problema non ammette soluzione ottima perché

N

— la regione ammissibile € vuota

— la regione ammissibile ¢ illimitata e la funzione obiettivo e illimitata supe-
riormente (se il problema ¢ di massimizzazione) o illimitata inferiormente
(se il problema & di minimizzazione).

Quindi se si suppone che esiste un punto ammissibile, cioe che la regione ammissibile sia
non vuota, allora sembrerebbe di poter dedurre che o il problema di Programmazione
Lineare ammette soluzione ottima in un vertice del poligono convesso che delimita la
regione ammissibile oppure ¢ illimitato.

Questi asserti, ora semplicemente dedotti intuitivamente per via geometrica, hanno in
effetti una validita generale e verranno enunciati e dimostrati in maniera rigorosa nel
prossimo capitolo. Come ultima considerazione intuitiva si vuole citare la possibilita
che la regione ammissibile sia costituita da una striscia di piano, cioe dalla porzione
di piano compresa tra due rette parallele (Figura 1.12). In questo caso non esistono
vertici per la regione ammissibile e il problema risulta illimitato ad eccezione del caso
particolare in cui le rette di livello della funzione obiettivo sono parallele alle rette che
delimitano la striscia di piano; in questo caso si hanno infinite soluzioni.

La non esistenza di vertici in questo caso si intuisce essere legata al fatto che la regione
ammissibile costituita da una striscia di piano contiene rette. Infatti nei casi delle
regioni ammissibili S e S dei problemi di Programmazione Lineare dell’Esempio 1.3.1 e
dell’Esempio 1.3.2 non esistono rette contenute in S o in S. Anche la regione illimitata
S puo contenere semirette, ma non rette.

Ad eccezione del caso particolare della regione ammissibile rappresentata da una striscia
di piano, il caso in cui sembrerebbe essere possibile garantire ’esistenza di almeno una
soluzione ottima e quello della regione ammissibile che non contiene nemmeno semirette
(che ¢ il caso della regione S dell’Esempio 1.3.1). Anche questa intuizione & vera in
generale e verra formalizzata e dimostrata in maniera rigorosa nel prossimo paragrafo.

13
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Figura 1.12: Regione ammissibile costituita da una striscia di piano

1.4 Elementi di geometria in R"

1.4.1 Poliedri

Il primo passo per analizzare la particolare struttura dei problemi Programmazione Li-
neare ¢ di caratterizzare i loro insiemi ammissibili. A questo fine € necessario introdurre
dei particolari insiemi.

Definizione 1.4.1 Sia a; un vettore di IR"™ e b; un numero reale. L’insieme
H={z ¢ R":alx = b;}
¢ detto iperpiano definito dall’equazione aiTac =b;. Gli insiemi

S = {reR":alx <h}
SZ = {zc€R":alx>hb}

sono detti semispazi chiusi definiti dalle disequazioni aiTx <b; e aiTac > b;.

Nel caso dello spazio R? il concetto di iperpiano coincide con quello di retta, mentre nel
caso dello spazio R? il concetto di iperpiano coincide con quello di piano. In maniera
intuitiva, i semispazi possono essere pensati come I’ insieme dei punti che “giacciono”
da una stessa parte rispetto all’iperpiano.

Notiamo che l'iperpiano H fa parte di tutti e due i semispazi e che I'intersezione dei
due semispazi coincide con l'iperpiano. In termini insiemistici abbiamo che

HcC S§2, HC S<, 52 NSS =H.
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Notiamo ora che I'insieme ammissibile di un problema di Programmazione Lineare &
definito come l’'insieme di punti che soddisfa i vincoli, cio¢ un insieme di equazioni e
disequazioni lineari. Usando la terminologia appena introdotta, possiamo anche dire
che l'insieme di punti ammissibili di un problema di PL e dato dall’intersezione di un
numero finito di semispazi chiusi (disequazioni lineari) e iperpiani (equazioni lineari).

In particolare puo introdurre la seguente definizione.

Definizione 1.4.2 Un insieme P C IR" ¢ un poliedro se & l'intersezione di un numero
finito di semispazi chiusi e iperpiani. Un poliedro limitato® viene detto politopo.

Usando un punto di vista pit algebrico si puo dire che un poliedro & I'insieme di soluzioni
di un qualunque sistema di equazioni e disequazioni lineari. In particolare caratterizzare
i poliedri anche con la seguente definizione equivalente alla precedente.

Definizione 1.4.3 Un insieme P C IR" é un poliedro se esistono una matrice A €
R™ ™ ed un vettore b € IR™ tali che

P={zecR": Ax > b}

Si puo osservare che I'insieme vuoto ¢ un poliedro (¢ I'insieme di soluzioni di un sistema
di equazioni inconsistente) e che anche IR™ ¢ un poliedro (IR" ¢, per esempio, I'insieme
di soluzioni dell’equazione lineare Ox; + Ozg + --- + Oz, = 0). Notiamo anche che
I'insieme ammissibile di un problema di Programmazione Lineare ¢ un poliedro.

I poliedri sono particolari insiemi convessi di IR", ovvero soddisfano la seguente
definizione, come dimostrato nel Teorema 1.4.5.

Definizione 1.4.4 Dato un insieme C C IR", si dice che C' é un insieme convesso se
comunque scelti due punti x,y € C' e comunque scelto un scalare o € [0,1] si ha che

ar+ (1 —a)y e C.
Teorema 1.4.5 Un Poliedro ¢ un insieme convesso.
Prova. Consideriamo due generici vettori z ed y appartenenti a
P={zeR": Ax > b}.

Vogliamo dimostrare che ogni vettore z = Sz + (1 — )y con 0 < 8 < 1 appartiene ad
P, ovvero soddisfa la relazione
Az > b.

Ricondando la definizione di z ed il fatto che Ax > b e Ay > b si ha:
Az =A(Bx+ (1 - P)y) =LAz + (1 - p)Ay > b+ (1 — )b =1,

che dimostra che z € P. O

2Un insieme P C IR™ si dice limitato se esiste una costante M > 0 tale che, per ogni punto
appartenente a P risulti |z;| < M per ognii=1,...,n
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1.4.2 Vertici

In questa sezione formalizziamo il concetto intuitivo di vertice. Questo concetto riveste
un ruolo fondamentale nella teoria della Programmazione Lineare.

Definizione 1.4.6 Un vettore x appartenente ad un insieme convesso C' é detto ver-
tice® di C' se non esistono due punti distinti x1,x2 € C tali che © # 1, x # x2 ed x
appartiene al segmento di estremi x1 e xo.

Un aspetto importante ¢ la possibilita di caratterizzare i vertici dell’insieme dei punti
ammissibili di un problema di PL. Infatti & possibile mettere in relazione l’esisten-
za di un vertice con l'esistenza di n vincoli soddisfatti all’'uguaglianza linearmente
indipendenti.

In un generico problema di programmazione matematica, ¢ sempre possibile as-
sociare ad una soluzione ammissibile, I'insieme degli indici dei vincoli soddisfatti al-
I'uguaglianza da tale soluzione. Tale insieme e chiamato insieme dei vincoli attivi (e
avremo modo di approfondire I'importanza di tale insieme nel definire le condizioni di
ottimalita per problemi di ottimizzazione continua vincolata).

Si consideri un generico problema di Programmazione Lineare scritto nella forma

min ¢!z
Ax >0

dovece R", z €c¢ R", b e R" e A € R™*". Sia T € IR" una soluzione ammissibile

del problema. Denotando con aiT, i =1,...,m le righe della matrice A, I'insieme dei

vincoli attivi in Z si definisce come:
I(z)={iec {1,...,m}:aiT:E:bi}.

Per brevita, nel seguito, chiameremo spesso vincoli linearmente indipendenti quei vincoli

per i quali risultano linearmente indipendenti i vettori a;; corrispondenti.

Teorema 1.4.7 Siano dati un poliedro P = {x € R" | Ax > b} e un puntoz € P. I
punto T & un vertice di P se e solo se esistono n righe al della matrice A con i € I1(7)
che sono linearmente indipendenti.

Prova. Dimostriamo innanzitutto la condizione necessaria, cioe che se esiste un vertice
del poliedro allora esistono n vincoli attivi nel vertice linearmente indipendenti. Sup-
poniamo che Z sia un vertice del poliedro P e che, per assurdo, il numero dei vincoli
attivi in T linearmente indipendenti sia k& < n. Allora esiste un vettore d € IR" non
nullo tale che
T, . _
a; d=0, per ogni ¢ € I(Z). (1.3)

3Per precisione notiamo che nella letteratura quella appena data & la definizione di punto estremo,
mentre viene normalmente indicato con vertice un punto che soddisfa una proprieta pit complessa, che
qui non riportiamo. Nel caso pero di poliedri, che saranno gli unici insiemi convessi che prenderemo in
considerazione nella Programmazione Lineare, le due definizioni coincidono, cioé un punto appartenente
a un poliedro & un vertice del poliedro stesso se e solo se &€ un suo punto estremo.
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Poiché per ogni vincolo non attivo in Z, cioé per ogni i ¢ I(Z) si ha
alz > by,
allora esiste € > 0 sufficientemente piccolo tale che i vettori
y = T —ed
z = Z+ed

soddisfano aly > b;, al' 2z > b; per ogni i ¢ I(z). Inoltre per la (1.3), per ogni i € I(Z)
si ha

aly = alt—eald =1
alz = alz+eald="0
e quindi i vettori y e z soddisfano tutti i vincoli a;frx > b, 1t =1,...,m e quindi
appartengono al poliedro P. Ora poiché risulta
_ 1 1
T = §y + §z,

con y e z vettori di P entrambi diversi da Z, allora Z non € un vertice e questa e una
contraddizione.

Dimostriamo ora la condizione sufficiente, cioé che se esistono n vincoli attivi in uno
stesso punto linearmente indipendenti allora tale punto ¢ un vertice di P. Supponiamo
quindi che esistano n righe a con i € I(z) linearmente indipendenti e che per assurdo
Z non sia vertice di P. Innanzitutto osserviamo che se Z non e un vertice, allora
necessariamente P O {z} (cio¢ Z non ¢ l'unico punto di P) ed inoltre esistono due
vettori ¢ e z entrambi diversi da  appartenenti a P, cioe che soddisfano

aly > b, alz > b, i=1,...,m,

tali che

Ay + (1= N)z con A€ (0,1).
Ora, se per qualche i € I(Z) risultasse aiTy > b; oppure a;fpz > b; allora si avrebbe

al = Aaly + (1 = Nal z > \b; + (1 — \)b; = b;

T

e questo contraddice il fatto che i € I(z). Allora deve necessariamente essere

T T
aj y = by, a;

z = b, per ogni i € I(Z)
ma questo implica che il sistema
alz = b, iel(x)

ammette pid di una soluzione (cio¢ Z, y e z) contraddicendo l'ipotesi che esistano n
righe aZT con i € I(Z) linearmente indipendenti nel qual caso, come € noto, la soluzione
€ unica. I

Seguono tre corollari che discendono in maniera immediata dal teorema appena dimo-
strato.
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Corollario 1.4.8 Sia dato un poliedro P = {x € R™ | Ax >b}. Se la matrice A €
R™*™ ha un numero di righe linearmente indipendenti minore di n, allora P non ha
vertici. In particolare se m < n allora P non ha vertici.

Corollario 1.4.9 Siano dati un poliedro P = {x € R" | Ax > b} e un punto T € P.
1l punto T € un vertice di P se e solo se ¢ soluzione unica del sistema

alz =b; i€ I(z).

Corollario 1.4.10 Un poliedro P = {x € R* | Ax > b} ha al pitd un numero finito
di vertici.

Prova. Se m < n il poliedro ovviamente non ha vertici. Se m > n, per il Corolla-
rio 1.4.9 ogni vertice del poliedro corrisponde ad un sottoinsieme di n righe linearmente

m m!
indipendenti della matrice A. Ora poiché la matrice A ha al piu = ——
n n!(m —n)!
m!
sottoinsiemi distinti di n righe, allora il poliedro ha al pit ————  vertici. O
nl(m —n)!

Esempio 1.4.11 Determinare i vertici del poliedro descritto dalle disuguaglianze

33?1 — 23?2 Z —30
256‘1 — T2 2 —12
T Z 0

xo > 0.

Si osservi innanzitutto che in questo esempio la dimensione n € pari a 2 e il numero
dei vincoli m pari a 4. Si devono determinare tutte le possibili intersezioni delle rette

3x1 — 2290 = =30, 221 — 20 = —12, 1 = 0, x9 = 0 che costituiscono il poliedro;
si osservi che tali intersezioni sono 9 ) = 6. Per ogni punto cosi ottenuto si deve

verificare innanzitutto I’appartenenza del punto al poliedro, e poi, affinché sia un vertice,
I'indipendenza lineare dei vincoli attivi in quel punto.

3z1 — 229 = —30
21’1 — T2 = —12
come unica soluzione il punto P; = (6,24) che si verifica immediatamente appar-
tenere al poliedro; in questo punto ovviamente risultano attivi il primo e il secondo
vincolo e quindi I(P) = {1,2} e poiché i vettori al = (3, —2) e a = (2, —1)
corrispondenti a questi due vincoli sono linearmente indipendenti, allora il punto
P, & un vertice del poliedro.

1. II sistema { corrispondente al primo e al secondo vincolo ha

31‘1 — 21‘2 =-30
Tr = 0
unica soluzione il punto P» = (0, 15) che non appartiene al poliedro.

2. Il sistema {

corrispondente al primo e al terzo vincolo ha come

T, — 2290 = —30
T = 0
unica soluzione il punto P3 = (—10,0) che non appartiene al poliedro.

3. Il sistema { corrispondente al primo e al quarto vincolo ha come
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2$1 — T2 = —12
T = 0

unica soluzione il punto Py = (0, 12) che si verifica immediatamente appartenere al
poliedro; in questo punto ovviamente risultano attivi il secondo e il terzo vincolo e
quindi I(Py) = {2, 3} e poiché i vettori al = (2, —1) e a2 = (1, 0) corrispondenti
a questi due vincoli sono linearmente indipendenti, allora il punto P, € un vertice
del poliedro.

4. Il sistema { corrispondente al secondo e al terzo vincolo ha come

2$1 — T2 = —12
Tro = 0
come unica soluzione il punto Ps = (—6,0) che non appartiene al poliedro.

5. Il sistema { corrispondente al secondo e al quarto vincolo ha

6. Il sistema corrispondente al terzo e al quarto vincolo ha come unica

I = 0
soluzione il punto Ps = (0,0) che si verifica immediatamente essere appartenente
al poliedro; in questo punto ovviamente risultano attivi il terzo e il quarto vincolo
e quindi I(Ps) = {3,4} e poiché i vettori al = (1, 0) e al = (0, 1) corrispondenti
a questi due vincoli sono linearmente indipendenti, allora il punto Py € un vertice
del poliedro.

O

Esempio 1.4.12 Dato il poliedro descritto dalle sequenti disuguaglianze

r1 + 229 + 223 < 2
1+ 4x9 + 223 < 3
1 >0
1‘220
1’320

verificare se i punti P, = (0,0,0), P» = (0,0,1/2) e P3 = (0,0,1) sono vertici del
poliedro.

In questo esempio la dimensione n € pari a 3 e il numero dei vincoli m e pari a 5.
Riscrivendo i primi due vincoli nella forma di disuguaglianza di maggiore o uguale, la
matrice A dei coefficienti delle disuguaglianze che descrivono il poliedro &

-1 -2 -2
-1 -4 -2
A= 1 0 0
0 1 0
0 0 1

Per ogni punto dato, dopo aver verificato I’appartenenza del punto al poliedro, si deve
verificare se esistono tre vincoli attivi in quel punto linearmente indipendenti.

Nel punto P; = (0,0,0) (che appartiene al poliedro) sono attivi il terzo, il quarto e il
quinto vincolo e quindi I(Py) = {3,4,5} e poiché le righe al, al e al della matrice A
sono linearmente indipendenti, il punto P; & vertice del poliedro.
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Nel punto P, = (0,0, 1/2) (che appartiene al poliedro) sono attivi solamente due vincoli
(il terzo e il quarto) e quindi il punto P, non puo essere un vertice del poliedro.

Nel punto P; = (0,0,1) (che appartiene al poliedro) si hanno tre vincoli attivi; in
particolare risulta I(P3) = {1,3,4} e le corrispondenti righe al, al e al della matrice
A sono linearmente indipendenti e quindi il punto P53 € un vertice del poliedro. O

Esempio 1.4.13 Determinare t vertici del poliedro descritto dalle sequenti disugua-

glianze
T+ 220 +23 <3

3r1 — 2o+ 23 <2
2r1 + w2 + w3 <3
dx1 + 20 + 223 < 4.

In questo caso si ha n = 3 e m = 4 e quindi si devono determinare punti del poliedro
in cui sono attivi tre vincoli linearmente indipendenti. Si devono quindi considerare

< 3> = 4 sistemi di equazioni in tre variabili:
1. il sistema ottenuto dai primi tre vincoli ha come unica soluzione il punto P;(1,1,0)
che non ¢ ammissibile;

2. si consideri ora il sistema ottenuto dal primo, dal secondo e dal quarto vincolo;
la matrice dei coefficienti di questo sistema ha rango 2 in quanto i tre vincoli
considerati (il primo, il secondo e il quarto) non sono linearmente indipendenti (il
vettore corrispondente al quarto vincolo si puo ottenere come somma dei vettori
corrispondenti al primo e al secondo vincolo). Quindi non si puo avere un vertice.

3. il sistema ottenuto dal primo, dal terzo e dal quarto vincolo ha come unica so-
luzione il punto P» = (2,2, —3) che appartiene al poliedro e poiché i tre vincoli
attivi in P3 sono linearmente indipendenti, P» € un vertice del poliedro.

4. il sistema ottenuto dal secondo, dal terzo e dal quarto vincolo ha come unica
soluzione il punto P3 = (3,2, —5) che appartiene al poliedro e poiché i tre vincoli
attivi in P53 sono linearmente indipendenti, P3 € un vertice del poliedro.

O

Se tra vincoli che descrivono un poliedro & presente un vincolo di uguaglianza, nella
determinazione dei vertici ci si puo limitare a considerare solo i sistemi che contengo-
no questo vincolo di uguaglianza, facendo diminuire considerevolmente il numero dei
sistemi da prendere in considerazione. L’esempio che segue mostra una situazione di
questo tipo.

Esempio 1.4.14 Calcolare tutti ¢ vertici del sequente poliedro:

201 — x20 + xz3 < 4
1 — I3 = 1
x > 0.
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Bisogna analizzare tutti i possibili sistemi di tre equazioni “estraibili” dal sistema dato,
che ha cinque vincoli. Riportiamo il sistema per esteso:

201 — x90 4+ x3 < 4
X1 — X3 = 1
X1 Z 0

T9 > 0
T3 > 0.

Per ogni sistema bisogna preliminarmente verificare che il rango sia pari a n, cioe a 3.
Se il rango e 3 si calcola 'unica soluzione del sistema. Se questa appartiene al poliedro
(cioe se soddisfa tutti i vincoli che definiscono il poliedro) si ha un vertice del poliedro.
Siccome e presente un vincolo di uguaglianza, ci si puo limitare ad analizzare solo i
sistemi che contengono il vincolo di uguaglianza.
I vertici sono 2:

v = (5/3,0,2/3)7,

corrispondente al sistema formato dal primo, secondo e quarto vincolo e
V2 = (L Oa O)Ta

corrispondente al sistema formato dal secondo, quarto e quinto vincolo.

Per quanto riguarda gli altri sistemi “estraibili” risulta che per il sistema formato dai
vincoli

e primo, secondo e terzo: il rango ¢ 3 ma la soluzione corrispondente non ¢ ammis-
sibile;

o’

e primo, secondo e quinto: il rango ¢ 3 ma la soluzione corrispondente non
ammissibile;

o’

e secondo, terzo e quarto: il rango € 3 ma la soluzione corrispondente non
ammissibile;

e secondo, terzo e quinto: il rango € minore di tre.

O

Come ¢ facile osservare, non tutti i poliedri hanno almeno un vertice. Un contro-
esempio banale di poliedro che non ha vertici ¢ un semispazio in IR™ con n > 1.
Se la matrice A ha un numero di righe strettamente minore di n, allora il poliedro
P ={x €¢R" | Ax > b} non ha vertici perché & ovvio che in questo caso non & pos-
sibile trovare n vincoli attivi né, tantomeno, n vincoli attivi linearmente indipendenti

(vedi il Corollario 1.4.8).

Il fatto che un poliedro abbia o non abbia vertici ¢ basato sulla possibilita di un po-
liedro di contenere o meno rette. Questo concetto verra ora formalizzato introducendo
innanzitutto la seguente definizione.
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Definizione 1.4.15 Si dice che un poliedro P contiene una retta® se esiste un punto
Z € P e un vettore non nullo d € IR" tale che T+ A\d € P per ogni A € R

Riportiamo quindi, senza dimostrazione, il seguente risultato, che aiuta a capire la
relazione tra vertici e poliedri che non contengono rette.

Teorema 1.4.16 Sia P un poliedro non vuoto. P possiede almeno un vertice se e solo
se P non contiene rette.

41’insieme di punti {z € R* : x4+ Ad, A € R} & una retta che viene spesso indicata come retta che
passa per Z e ha direzione d. Analogamente, l'insieme di punti {x € IR" : X+ Ad, A > 0} & una semiretta
che viene indicata come semiretta che ha origine in Z e direzione d.
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1.5 Caratterizzazione dei Problemi di Programmazione
Lineare

1.5.1 Il Teorema fondamentale della Programmazione Lineare

In questa sezione viene riportato un risultato di fondamentale importanza che caratte-
rizza i problemi di Programmazione Lineare.

Teorema 1.5.1 - Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare
Si consideri il problema di Programmazione Lineare

{ min ¢!z

PL
Ax > b. (PL)

Supponiamo che il poliedro P = {z € R"™ | Ax>b } non contenga rette. Allora una
e una sola delle sequenti tre affermazioni e vera:

1. 1l problema e inammissibile, ovvero il poliedro P é vuoto;
2. Il problema (PL) é illimitato inferiormente;

3. Il problema (PL) ammette soluzioni ottime e almeno una di queste soluzioni é un
vertice del poliedro P.

Prima di dimostrare questo teorema enunciamo e dimostriamo un lemma che sara alla
base della dimostrazione del Teorema fondamentale.

Lemma 1.5.2 Si consideri il problema di Programmazione Lineare

min ¢!z
Ax > b.

Supponiamo che il poliedro P = {x € R"™ | Ax>Db } sia non vuoto e non contenga
rette. Supponiamo inoltre che il problema non sia illimitato inferiormente. Allora se &
e un punto di P che non é un vertice di P, e possibile trovare un punto & appartenente
a P tale che ¢'& < ¢T'% e il numero di vincoli attivi linearmente indipendenti in & é
maggiore che in .

Prova. (La prova non fa parte del programma d’esame). Sia Z un punto
qualunque di P e indichiamo con k il numero dei vincoli attivi in Z che sono linearmente
indipendenti. Siccome Z non € un vertice, ne segue che k < n . Sia I(Z) I'insieme degli
indici dei vincoli attivi in Z; poiché k < n, si puo trovare un vettore d € IR"™ non nullo
tale che ald = 0 per ogni i € I(Z). Inoltre, si pud assumere che ¢’'d < 0; infatti
se questo non si verificasse (cio¢ se fosse ¢’'d > 0) sarebbe sufficiente prendere —d e
ottenere comunque ¢’d < 0.
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Ora possono verificarsi due casi: ¢f'd < 0 e ¢'d = 0.

e Primo caso: c¢'d < 0. Consideriamo la semiretta x(\) = Z + Ad con A > 0. Per
ogni punto di tale semiretta, ovvero per ogni A > 0, e per i € I(Z) si ha

alz(\) =al' &+ Xald=al's =b;. (1.4)

Quindi tutti i vincoli che erano attivi in & rimangono attivi in tutti i punti della semi-

retta. Ora, se I'intera semiretta ¢ contenuta nel poliedro P si puo far tendere A a 400
e poiché ¢'d < 0 si ha

lim cT(i: + Ad) = '+ lim Ald = —oc.

A—~+o00 A—+00
Il problema sarebbe quindi illimitato inferiormente, ma cio & stato escluso per ipotesi
e quindi la semiretta non ¢ interamente contenuta in P. Se la semiretta z(\) non &
interamente contenuta in P, devono esistere valori di A per i quali i punti z(A) non
appartengono al poliedro P, ovvero deve esistere almeno un indice j ¢ I(Z) tale che,
per tali valori di A, il j—esimo vincolo & violato, cioe risulta a?m(A) < bj. Tra questi
indici j deve esistere un indice jo tale che possa essere scelto un A > 0 in modo che
risulti

albz(N) = b (1.5)
a}ﬂaz(j\) > b per ogni J & 1(Z).

Poiché per la (1.4) per ogni A > 0 risulta a?x()\) = b; quando j € I(Z), il punto
& = x(\) appartiene al poliedro P. Dalla (1.5), ricordando che jo & I(Z), si ha che
il vincolo jo—esimo non era attivo in # ed & attivo in & = x(\) che & un punto del
poliedro. Quindi, spostandosi da T a & + 5\d, il numero dei vincoli attivi aumenta di
almeno uno.

Dobbiamo ora dimostrare che a

~

T
Jo R
vincolo che ¢ divenuto attivo passando da & a & + Ad) non puo essere ottenuta come

combinazione lineare delle righe a, i € I(Z) (ovvero delle righe corrispondenti ai vincoli
attivi in Z). Infatti, se per assurdo fosse

(ovvero la riga della matrice A corrispondente al

aj, = Z i@ con u; € R, (i non tutti nulli, (1.6)
icl(z)
moltiplicando scalarmente per il vettore d entrambe i membri della (1.6) e tenendo
conto che al'd = 0 per ogni i € I(%), si avrebbe

a%d = Z piald =0 (1.7)
icl(7)

e questo ¢ assurdo perché jy € I(Z) ed invece dalla (1.5) risulterebbe

bj, = a%x(ﬂ) = ajTO(a? + 5\d) = ajToi.
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Percio, spostandosi da z a 7+ 5\d, il numero dei vincoli attivi linearmente indipendenti
& almeno pari a k + 1. Inoltre, ricordando che ¢f'd < 0 e A > 0, si ha che s =
Tz +ATd < T, Possiamo quindi concludere che nel caso ¢'d < 0 Paffermazione del
lemma, ¢ verificata.

e Secondo caso: ¢'d = 0. Consideriamo la retta 2(\) = & 4+ Ad con A\ € R.
Poiché si e supposto che il poliedro P non contenga rette, ragionando nello stesso modo
del caso precedente, ci si puo spostare da T lungo la direzione d e determinare un
punto Z in cui il numero dei vincoli attivi linearmente indipendenti € maggiore del
numero dei vincoli attivi linearmente indipendenti in Z. Inoltre, poiché ¢’'d = 0 si ha
Ti=cTd+ MTd = Tz Quindi, anche in questo caso, I'affermazione del lemma
risulta verificata. [

Utilizzando il Lemma precedente, possiamo ora dimostrare il Teorema 1.5.1.
Dimostrazione del Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare.

Prova. Le tre affermazioni 1, 2 e 3 sono ovviamente mutuamente escludentesi (cio¢ al
pitt una di esse puo essere vera). Per dimostrare il teorema ¢ allora sufficiente far vedere
che almeno una di esse e vera. A questo fine basta mostrare che se né ’affermazione 1
né quella 2 sono verificate allora ’affermazione 3 € verificata. Supponiamo dunque che
P sia non vuoto e che il problema di Programmazione Lineare (PL) non sia illimitato
inferiormente. Se P & costituito da un solo punto Z, cioe P = {z}, allora Z ¢ un
vertice ed ¢ anche, ovviamente, una soluzione ottima del problema; il teorema e quindi
vero in questo caso. Consideriamo allora il caso non banale in cui P e costituito da
infiniti punti®. Per dimostrare che I’affermazione 3 & vera utilizziamo il risultato del
Lemma 1.5.2, ovvero che se Z € un punto di P che non & un vertice, & possibile trovare un
punto # appartenente a P tale che ¢'& < ¢I'% e il numero di vincoli attivi linearmente
indipendenti in & € maggiore che in . Il punto & appartiene a P e sono possibili
allora due casi: o Z & un vertice di P o & possibile applicare di nuovo il risultato del
Lemma 1.5.2 e concludere che esiste un ulteriore punto & in P in cui il numero di
vincoli attivi linearmente indipendenti e strettamente maggiore del numero di vincoli
attivi linearmente indipendenti in & e ¢!'@ < ¢’'%. Iterando questo procedimento, e
tenendo conto che il numero di vincoli attivi linearmente indipendenti in un punto
puo essere al pit n, un semplice ragionamento induttivo mostra che dal Lemma 1.5.2
possiamo dedurre che

Se Z € un punto di P che non € un vertice,

allora e possibile trovare un vertice ¢ di P tale che (1.8)
'y <z
Siano, ora, {vi,...,v,} 1 vertici di P (ricordiamo che i vertici sono sicuramente in

numero finito, si veda il Corollario 1.4.10); indichiamo con v* uno di questi vertici per

5Se il poliedro P contiene almeno due punti distinti deve contenere, in quanto insieme convesso,
tutto il segmento che congiunge questi due punti. Siccome questo segmento contiene infiniti punti
possiamo concludere che un poliedro non vuoto o contiene un singolo punto o ne contiene infiniti
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cui ¢’v* < ¢Twy, per ogni h = 1,...,p. Dalla definizione di v* e dalla (1.8) segue
immediatamente che per ogni punto & € P possiamo scrivere, per un qualche vertice o:

v <elo <z,

Questo mostra che il vertice v* ¢ una soluzione ottima del problema di Programmazione
Lineare (PL) e che l'affermazione 3 & vera. O

Un’immediata conseguenza del Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare
e che se il poliedro & un politopo, allora il problema ammette soluzione ottima in un
vertice del politopo. Questo risultato ¢ formalizzato nel seguente corollario.

Corollario 1.5.3 Se un poliedro P = {x € R" | Ax>Db, } é un politopo non vuoto,
allora il problema di Programmazione Lineare ammette soluzione ottima (finita) in un
vertice del poliedro P.

Osservazione La struttura lineare di un problema di Programmazione Lineare & ’ele-
mento chiave che permette di ottenere un risultato cosi forte circa la possibile soluzione
di un problema di ottimizzazione. Infatti, come controesempio si consideri il problema
in una variabile reale

x> 1.

Questo problema non ammette soluzione ottima pur non essendo illimitato inferiormen-
te. L’alternativa espressa dal Teorema Fondamentale della Programmazione Lineare in
questo caso non vale proprio perché viene meno l'ipotesi fondamentale di linearita della
funzione obiettivo.

Osservazione Se un problema di Programmazione Lineare, come accade spesso nei
problemi provenienti da modelli reali, presenta limitazioni inferiori e superiori sulle
variabili cioe e del tipo

min ¢!z

Ax > b
[ <zx<u

dove I € R" e u € IR" sono rispettivamente una limitazione inferiore e superiore delle
variabili, allora il poliedro che descrive I’insieme ammissibile &€ un politopo e quindi vale
la caratterizzazione delle soluzioni data dal Corollario 1.5.3.

1.6 Duaita nella Programmazione Lineare

In questa sezione si analizza la teoria della dualita per problemi di Programmazione
Lineare e si accenna ad alcune delle sue possibili interpretazioni.
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1.6.1 Problema Duale di un Problema di Programmazione Lineare

Sia dato il seguente Problema di Programmazione Lineare:

min ¢! z (1.9)
Ax > b,
si associa il segunete problema:
max b’ u
ATy =¢ (1.10)
u > 0.

I1 Problema (1.9) viene detto Problema Primale e x € IR" vettore delle Variabili Pri-
mali. 11 Problema (1.10) viene detto Problema Duale e u € R™ vettore delle Variabili
Duali.

La teoria della dualita stabilisce che un problema primale ha dei legami impotanti con
il corrispondente problema duale. Il primo di questi legami ¢ descritto dal seguente
Teorema.

Teorema 1.6.1 (Dualita Debole) Se z € IR" é un punto ammissibile per il Problema
Primale (1.9) e u € R™ ¢é un punto ammissibile per il Problema Duale (1.10) si ha
che:

'z > bl (1.11)

Prova. Poiche i vettori Z e @ sono ammissibili per i corrispondenti problemi soddisfano
le seguenti relazioni:

(Az —b); >0, u; > 0, per ogni i=1,...,m,

da cui segue:
m

AT - b= (A2 - b)) = (AZ — b)ii; > 0.
i=1
Dalla precedente disuguaglianza e dal fatto che il vettore @ soddisfa il vincolo di
uguaglianza del Problema (1.10) si ottiene:

dz—vra=z"ATa—bv'a >0,
che dimostra la relazione (1.11). O

Il precednte teorema ha delle impotanti conseguenze che sono descritte dal seguente
corollario.

Corollario 1.6.2 Le sequenti proprieta valgono:
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i) Se esistono un punto * € IR" ammissibile per il Problema Primale (1.9) ed un
punto 4 € IR™ ammissibile per il Problema Duale (1.10) tali che:

Ar=10

T4, (1.12)
allora T ¢ una soluzione ottima per il Problema Primale (1.9) e 4 é una soluzione
ottima per il Problema Duale (1.10).

ii) Se il Problema Primale (1.9) é illimitato inferiormente allora il Problema Duale
(1.10) é non ammissibile.

iit) Se il Problema Duale (1.10) é illimitato superiormente allora il Problema Primale
(1.9) é non ammissibile.

Prova. Punto i). Dalla ((1.12)) e dalla ((1.11)) si ha che, per ogni punto v € R™
ammissibile per il Problema Duale (1.10) si ha:

vV'a=cl'z > blu, (1.13)
mentre per ogni punto ammissibile € IR"™ per il Problema Primale (1.9) si ha:
dz=vTa<z. (1.14)

Dalle precedenti relazioni segue che ¥ & una soluzione ottima per il Problema Primale
(1.9) e @ & una soluzione ottima per il Problema Duale (1.10).

Punti ii) e iii). Se esistesse un punto ammissibile per il Problema Duale (1.10), la
((1.11)) implicherebbe che il Problema Primale (1.9) sarebbe limitato inferiormen-
te. Analogamente se esistesse un punto ammissibile per il Problema Primale (77),
la ((1.11)) implicherebbe che il Problema Duale (1.10) sarebbe limitato superiormente.
O

Nel successivo Capitolo 5 verra descritta la Teoria della Dualita per problemi di ot-
timizzazione piu generali e, nel caso di problemi di Programmazione Lineare, verra
dimostrato il seguente Teorema.

Teorema 1.6.3 — Teorema della Dualita Forte

Se il Problema Primale (1.9) ammette una soluzione ottima x* € IR™ allora anche il
Problema Duale (1.10) ammette una soluzione ottima uw* € IR™. Simmetricamente,
se il Problema Duale (1.10) ammette una soluzione ottima u* € R™ allora anche il
Problema Primale (1.9) ammette una soluzione ottima x* € R™. Inoltre i valori delle
funzioni obiettivo dei due problemi all’ottimo sono uguali cioé risulta

o =vlu*. (1.15)

Sulla base dei risultati fino ad ora esaminati si evince che data un coppia primale—
duale di problemi di Programmazione Lineare possono verificarsi le seguenti situa-
zioni: o entrambi ammettono soluzione ottima, oppure se uno e illimitato I'altro e
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inammissibile, oppure sono entrambi inammissibili. Queste possibilita sono riportate
schematicamente nella tabella che segue.

DUALE
OTTIMO FINITO | ILLIMITATO | INAMMISSIBILE
SUPERIOR.
OTTIMO FINITO SI NO NO
PRIMALE | ILLIMITATO INFERIOR. NO NO SI
INAMMISSIBILE NO SI SI

Si consideri, ora, un problema Programmazione Lineare scritto nella forma piu generale
possibile cioe il seguente problema.

minclz 4+ dly

Cx+Dy=nh (1.16)
Ex+Fy>g
xz > 0.

conzx € RP, c € RP, y € R" P, d € R"P; C matrice ¢ X p, D matrice ¢ x (n —p) e
h € R?; E matrice (m — q) X p, F matrice (m —¢q) x (n—p) eg € R™ 4.

La notazione in cui e scritto questo generico problema di Programmazione Lineare
(1.16) ¢ tale da evidenziare che

- alcune delle variabili (il sottovettore x) sono vincolate in segno e mentre altre
variabili (il sottovettore y) non sono vincolate in segno,

- alcuni vincoli sono di uguaglianza ed altri di disuguaglianza.

Invece di utilizzare la definizione di Problema Duale Lagrangiano (5.30) oppure quella
di Problema Duale di Wolfe (5.40), il Problema Duale del Problema (1.16) puo essere
costruito sulla base della coppia di problemi dati dal Problema Primale (5.62) e dal
Problema Duale (5.64).
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Prima di tutto si trasforma il problema (1.16) in un problema equivalente con soli
vincoli di disuguaglianza cioe con la forma del problema (5.62).

minc’z +d'y
Cx+Dy>h
—Cx—Dy>—h
Ex+Fy>g
Iyx > 0.

dove I, ¢ la matrice identita di ordine p. I vincoli di questo problema possono essere
scritti in forma matriciale

C D h
-C -D x —h
o (y) >
I, 0 0

quindi il Problema (1.16) & stato ricondotto nella forma (5.62). Siamo quindi in grado
di scrivere il duale di questo problema nella forma (5.64) cioe:

maxh't — hTw + ¢Tv
CTt—C'Tw—i—ETU—i—Ipz:c
DTt —DTw+ FTv=d
t>0,w>0,v>0,2z2>0.

Eliminando la variabile z ed effettuando il cambio di variabili ¢ — w = w si ottiene il
seguente problema nelle variabili (u,v), con u non vincolata in segno e v > 0:

max hlu + gTv

CTu+ETv <c (1.17)
DTu+ FTy=d
v > 0.

conu€e Rleve R4,

Dall’osservazione dei due problemi (1.16) e (1.17) si deducono facilmente le proprieta
fondamentali di una coppia primale-duale; innanzitutto un problema ¢ di minimizza-
zione mentre ’altro e di massimizzazione. Inoltre poiché la matrice dei coefficienti dei
vincoli di un problema si ottiene trasponendo quella dell’altro, si ha che ad ogni varia-
bile di un problema corrisponde un vincolo nell’altro. Si osserva inoltre uno scambio
tra i termini noti di un problema e i coefficienti della funzione obiettivo dell’altro.

Queste proprieta possono essere cosl schematicamente riassunte:

e il Problema Duale di un problema di minimizzazione & un problema di massimiz-
zazione e simmetricamente, il Problema Duale di un problema di massimizzazione
€ un problema di minimizzazione;
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¢ ad ogni vincolo di uguaglianza del Problema Primale € associata una variabile nel
Problema Duale non vincolata in segno che ha come coefficiente nella funzione
obiettivo duale il termine noto del vincolo primale associato;

e ad ogni vincolo di disuguaglianza (di maggiore o uguale) del Problema Prima-
le ¢ associata una variabile nel problema duale vincolata in segno che ha co-
me coefficiente nella funzione obiettivo duale il termine noto del vincolo primale
associato;

e ad ogni variabile vincolata in segno del Problema Primale & associato un vincolo
di disuguaglianza (di minore o uguale) del Problema Duale il cui termine noto &
dato dal coefficiente della funzione obiettivo primale;

¢ ad ogni variabile non vincolata in segno del Problema Primale e associato un vin-
colo di uguaglianza del Problema Duale il cui termine noto & dato dal coefficiente
della funzione obiettivo primale.

Queste corrispondenze possono essere riassunte nella tabella che segue dove gli
insieme I, J, M e N sono insiemi di indici:

PRIMALE DUALE
min ¢’ x max b’ u
=b;, 1 €1 u;, © € 1, libere
VINCOLI VARIABILI
>b;, ied uj, 1€ J,u; >0
II?jZO,jEM SCj,jEM
VARIABILI VINCOLI
xj, j € N libere =cj, jJEN

Osservazione. Se si costruisce il Problema Duale del Problema (5.64) si ritrova il Pro-
blema (5.62). Si pud quindi concludere che il Problema Duale del Duale ¢ il Problema
Primale.

Esempio 1.6.4 Si consideri il seqguente problema di Programmazione Lineare

T —5x3+ 214 > 7

{ min2x; + 3z + 4x3 + 24
2x1 + 4xo — 63 > 9.
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Il Problema Duale associato e

max 7uq + Yus
ul + 2u2 =2
4UQ =3

—b5uyp — bug =4
2U1 =1

uyp > 0,u9 > 0.

Esempio 1.6.5 Si consideri il seqguente problema di Programmazione Lineare

max 4z + 3xo + 2x3
1+ 2w9 + 323 < 8
2.%'1—$3§7
3x1+4x0 — 23 <5
T2 +x3<6

zo >0

1l Problema Duale ¢ il sequente problema di minimizzazione

min 8uy + 7ug + Susg + Guy
U] + 2ug + 3ug =4

2u; +4us +ug > 3

3uir —uo —ug —uy =2

ui ZO,UQ ZO,’LL?, ZO,U4 ZO.

Esempio 1.6.6 Si consideri il seqguente problema di Programmazione Lineare

min2x; — 3z + x3
3x1 + a2+ 5x3>7
T+ x9 — 623 <9
4.%1—1‘2—2.%‘3:8
I Z O,CL‘Q ZO

Dopo aver riscritto il secondo vincolo come —x1 — x9 + 6x3 > —9 si puo formulare
facilmente il Problema Duale associato

max 7u; — 9uo + 8ug
3u; —uo +4uz <2
Ul — U2 — U3 S -3
Sui + 6ug — 2uz =1
up > 0,u2 >0

1.6.2 Condizioni di complementarita

Un’ulteriore proprieta della coppia primale—duale e la cosidetta complementarieta. Ta-
le proprieta e di fondamentale importanza anche negli sviluppi algoritmici in quanto
e alla base dei cosiddetti metodi primali duali per soluzione dei problemi di Program-
magzione Lineare. In particolare, riportiamo di seguito un teorema fondamentale che
caratterizza ulteriormente le soluzioni ottime di una coppia primale—duale di problemi
di Programmazione Lineare.
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Teorema 1.6.7 Sia (Z,y) un punto ammissibile del Problema Primale (1.16) e sia
(u,v) un punto ammissibile del Problema Duale (1.17). Allora (Z,y) e (u,v) sono
soluzioni ottime rispettivamente del Problema Primale (1.16) e del Problema Duale
(1.17) se e solo se soddisfano le sequenti condizioni:

oI (Ez+Fj—g) = 0 (1.18)
' (c—CTu—E"0) = 0. (1.19)

Le condizioni ((1.18)) e ((1.19)) vengono chiamate condizioni di complementarita e
costituiscono, di fatto, delle condizioni di ottimalita per i problemi della coppia primale—
duale.

Dal precedente risultato seguono facilmente i seguenti corollari.

Corollario 1.6.8 Sia (Z,y) un punto ammissibile del Problema Primale (1.16) e sia
(u,v) un punto ammissibile del Problema Duale (1.17). Allora (Z,y) e (u,v) sono
soluzioni ottime rispettivamente del Problema Primale (1.16) e del Problema Duale
(1.17) se e solo se soddisfano le sequenti condizioni:

v/ (Ez+Fy—g); = 0
z; (c—CTu—E"0), = 0.
(2

1=1,....p,7=1,....m—q.

I1 Corollario (1.6.8) puo essere formulato in maniera del tutto equivalente nella seguente
forma:

Corollario 1.6.9 Sia (Z,y) un punto ammissibile del Problema Primale (1.16) e sia
(u,v) un punto ammissibile del Problema Duale (1.17). Allora (Z,y) e (u,v) sono
soluzioni ottime rispettivamente del Problema Primale (1.16) e del Problema Duale
(1.17) se e solo se soddisfano le sequenti proprieta:

i) per ogni variabile T; del Problema Primale (1.16) che assume valore non nullo, il
corrispondente vincolo del Problema Duale (1.17) deve essere soddisfatto all’ugua-
glianza;

ii) per ogni variabile v; del Problema Duale (1.17) che assume valore non nullo,
il corrispondente vincolo del Problema Primale (1.16) deve essere soddisfatto
all’uguaglianza.

Nel seguito vengono riportati alcuni esempi di applicazione della complementarita.
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Esempio 1.6.10 Si consideri il problema di Programmazione Lineare

min3x; + 2z + x3 + 44

1 —3x3+2x4>5

201+ 190 —x3 >3

Tx1 — 4xo + 623 + 924 = —2

Il Problema Duale associato é

max duy + 3uo — 2ug
u + 2ug + Tug = 3
U —4’[1,3 =2

—3u; —ug +6uz =1
2u; + 9uz =4

up > 0,u2 >0

Visti i vincoli di uguaglianza presenti nei due problemi, le condizioni di complementarita
st riducono a

up(ry —3x3+ 224 —5) =0

UQ(Q.’L'l + o — X3 — 3) =0.

Esempio 1.6.11 Dato il problema di Programmazione Lineare

min 2z + 3x2 + x3 + x4

T1 + 29+ a3 =2

201+ 3x4 =1
120,220 > 0,23 20,24 >0

(1.20)

si consideri il punto T = (0,0,2,1/3) soluzione ammissibile per il problema (1.20) e
il punto u = (1,1/3) soluzione ammissibile per il Problema Duale associato a (1.20).
Attraverso le condizioni di complementarita si vuole verificare se T € una soluzione
ottima del problema del problema (1.20). Innanzitutto scriviamo il Problema Duale del

problema dato; esso é
max 2uq + us

U1+QUQ§2
U1§3
u <1
3UQ§1.

Poiché il problema (1.20) presenta solo vincoli di uguaglianza, le condizioni di comple-
mentarita si riducono a ' (c — ATu) =0 che in questo caso sono

131(2 — Uy — 2y2) = 0
x2(3 — ul)

x3(l —up) =

.%'4(1 — 3UQ) = 0

Sostituendo i valori delle soluzioni ammissibili T, u rispettivamente per il primale ed
il duale, le condizioni di complementarita risultano verificate. Quindi la soluzione T ¢
effettivamente ottima per il primale e u & ottima per il duale.
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Esempio 1.6.12 Si consideri il problema di Programmazione Lineare

min ¢z + coxo + c3x3
1 + 272 + 213 < 2
x1 + 4w + 223 < 3
T Z O,xg Z 0,1’3 Z 0

concy € R, co € R, c3 € R. Utilizzando la teoria della dualita, si vuole stabilire se
esistono valori (non tutti nulli) di ci,cs,c3 tali che il punto T = (0, 0, 1/2)T sia una
soluzione ottima del problema.

Innanzitutto scriviamo il Problema Duale associato che é

max —2uqp — 3us
—up —uz < ¢
—2U1 — 4UQ § C2
—2U1 — 2U2 S C3
ui 2 O,UQ Z 0.

e le condizioni di complementarita

Uq 2—|—$1+2$2+2$3):0
2 3+$1+4$2+2$3):O

(
(
1(c1 +uy +u) =0
(
(

8

To(co + 2uq —|-4UQ) =0
x3(cs +2u; +2uz) =0

Sostituendo il punto T affinché siano soddisfatte tutte le equazioni deve essere
_ 1 _ _
4 =0, wue =0, 5(03+2U1+21@) =0
e quindi c3 = 0 (dove u é soluzione ottima del Problema Duale). Quindi le condizioni

di complementarita sono soddisfatte per qualuque c1 e co e cg = 0. Quindi il punto dato
Z e soluzione ottima del problema per qualsiasi valore di ¢c1 e co e cg3 = 0.
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1.7 Conseguenze del Teorema Fondamentale e Problemi
di Programmazione Lineare in Forma Standard

1.7.1 Conseguenze del Teorema Fondamentale della Programmazione
Lineare

Il Teorema Fondamentale fornisce la base teorica al Metodo del Simplesso. Tale metodo
e stato il primo algoritmo pratico per la risoluzione di problemi di PL ed & tuttora il
piu usato e uno dei piu efficienti in pratica.

Per introdurre il modo di operare del Metodo del Simplesso iniziamo con il ricordare
che un poliedro ha sempre un numero finito di vertici (eventualmente il numero dei
vertici, come abbiamo gia avuto modo di osservare, puo essere zero; in questa analisi
introduttiva, supponiamo per semplicita che cio non si verifichi). Comunque, benche
finito, il numero di vertici di un poliedro puo essere arbitrariamente alto. Basta pensare
all’area racchiusa da un poligono nel piano. All’aumentare del numero dei lati cresce il
numero di vertici. Per fare un altro esempio, consideriamo il poliedro

I={zeR":0<x <1, i=1,2,...,n}.

Se n = 1 abbiamo ovviamente un segmento, con 2 vertici (2 = 2!). Se n = 2 abbiamo
un quadrato, con 4 vertici (4 = 22). Se n = 3 abbiamo un cubo con 8 vertici (8 = 23).
In generale, per n > 3 I'insieme I & noto come ipercubo di dimensione n & ha un numero
di vertici pari a 2", che quindi cresce esponenzialmente con la dimensione dello spazio.

Supponiamo di avere un problema di Programmagzione Lineare

min ¢z

x € P,

dove P e un poliedro che non contiene rette, e di sapere che il problema ammette
(almeno) una soluzione ottima. Allora, il Teorema Fondamentale della Programmazione
Lineare ci autorizza a limitare la ricerca di una soluzione ottima ai vertici del poliedro
P. Una procedura teorica per la ricerca dell’ottimo, potrebbe essere quindi:

1. Calcola tutti i vertici vy, vg, ..., v, del poliedro P.

2. Valuta la funzione obiettivo in tutti i vertici e denota con v* il vertice per cui si
raggiunge il valore minimo:

v < Ty, 1=1,2,...,q.
3. v* & una soluzione ottima del problema.

Ovviamente questa strategia deve essere completata da procedure in grado di deter-
minare se P ¢ vuoto o se il problema ¢ illimitato. Inoltre bisogna essere in grado di
calcolare i vertici. Il problema principale di questo modo di procedere ¢ che siccome
il numero di vertici puo essere altissimo, essa puo diventare computazionalmente cosi
onerosa da risultare impraticabile. Il Metodo del Simplesso, nella sostanza, ¢ un modo
raffinato di realizzare lo schema precedente e puo essere schematizzato come segue:
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1. Determina un vertice iniziale v di P;
2. Decidi se v e una soluzione ottima;

3. Se v non & una soluzione ottima allora determina “in modo intelligente” un nuovo
vertice v di P e torna al passo 2.

Il Metodo del Simplesso si applica a problemi di Programmazione Lineare “n forma
standard”, ovvero a problemi che presentano una particolare struttura adatta ad essere
sfruttata da un punto di vista algoritmico.

1.7.2 Problemi di Programmazione Lineare in Forma

Standard
Fino ad ora abbiamo scritto un generico problema di Programmazione Lineare nella
forma .
minc' x (1.21)
Ax >0

Un problema di Programmazione Lineare in questa forma viene detto problema in
forma generale. 11 Metodo del Simplesso assume che il problema di Programmazione

Lineare sia nella forma

min ¢!z

Az =b (1.22)
x>0

che viene chiamata forma standard. Come vedremo un problema scritto in forma stan-
dard presenta importanti proprieta che possono essere sfruttate nella risoluzione di un
problema di PL. Osserviamo innanzitutto che il poliedro di un problema di Program-
mazione Lineare in forma standard (che d’ora in poi chiameremo “poliedro in forma
standard”), & contenuto nell’ortante positivo e quindi non puo contenere rette. Di con-
seguenza, ad un problema in forma standard si applica sempre il Teorema Fondamentale
della Programmazione Lineare. Inoltre, la struttura dell’insieme ammissibile di un pro-
blema in forma standard permette di caratterizzare i vertici dell’insieme ammissibile
stesso.

Preliminarmente dimostriamo che assumere che un problema di Programmazione
Lineare sia in forma standard non fa perdere di generalita in quanto qualunque proble-
ma di PL puo essere trasformato in un problema equivalente in forma standard. Infatti
se si ha un problema di Programmazione Lineare nella forma (1.21) si pud passare ad un
problema equivalente con soli vincoli di uguaglianza introducendo un vettore v € IR™,
u > 0, e riscrivendo il problema nella forma

min ¢!z

Ax—u=15>
u > 0.
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Le variabili u vengono chiamate variabili di surplus e rappresentano la differenza non
negativa tra il primo e il secondo membro dei vincoli di disuguaglianza. E immedia-
to ricondurre ad un problema con soli vincoli di uguaglianza anche un problema di
Programmazione Lineare scritto nella forma

{ min ¢!z

1.23
Ax <b. ( )

Infatti sara sufficiente introdurre un vettore w € IR™, w > 0, e riscrivere il problema

nella forma

min ¢!z

Ar+w=1»
w > 0.

Le variabili w vengono chiamate variabili di slack.

E inoltre sempre possibile ricondurre un qualsiasi problema di Programmazione
Lineare ad un problema equivalente che presenti tutte le variabili vincolate ad essere
non negative. Questo puo essere facilmente ottenuto attraverso la trasformazione di
variabili

r=a" —a (1.24)

dove zt > 0 e = > 0. Se infatti consideriamo un problema di Programmazione
Lineare nella forma (1.21), la trasformazione (1.24) permette di riscrivere il problema

nella forma
minc? (zT —27)
Azt —z7) >0 (1.25)
x>0, 2= >0

in cui tutte le variabili sono non negative. Si osservi che l'insieme ammissibile di un
tale problema con tutte le variabili non negative, ¢ un poliedro che non contiene rette.
Osservazione Ovviamente il problema (1.25) puo essere posto nella seguente forma

vettoriale
T

H~11n5 T
Az > b (1.26)
z>0

N —C
ammissibile, riscrivendo i vincoli in forma matriciale

(i)%z(é) (1.27)

si vede immediatamente che i coefficienti delle ultime n righe della matrice del vin-
coli formano un insieme di vettori linearmente indipendenti (sono i versori degli assi
coordinati).

Da queste considerazioni si deduce immediatamente che si puo passare da un pro-
blema di Programmazione Lineare in forma generale (1.21) ad uno in forma standard

+ ~
dove T = <i ), c= < ¢ > e A= (A —A). Da questa rappresentazione dell’insieme
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1.22 semplicemente introducendo i vettori € ]Rn, z€R"euelR , Y, 2, u Z 0e
Yy Yy
riscrivendo il problema nella forma

min ¢! (y — 2)

Aly—2z)—u=1>
y>0,2>0,u>0.

Viceversa, avendo un problema di PL in forma standard,

min ¢!z

Axr =10
x>0

si puo passare facilmente trasformarlo in uno in forma generale riscrivendolo

min ¢’z
Ax >0
—Ax > b
x>0
ovvero
{min '
Az > b
dove
A b
A=| —-A e b= | —b
In><n On

Esempio 1.7.1 Si consideri il problema

min (12.%‘1 + T2 + 51’3)
To —2x3>7

2x1 +x3 <10

3rx1 —x9 — 223 =3
I Z O, I3 Z 0.

Questo problema puo essere trasformato in un problema equivalente con vincoli di sola
uguaglianza mediante l'introduzione di una variabile di surplus x4 e una variabile di
slack x5 e scrivendo il problema

min (121’1 —I—:L'2+5:L'3)
x2—2x3—x4:7

2x1 + 3+ x5 = 10
3x1—x2—2x3:3

120, 23>0, x4 > 0,25 > 0.

Questo problema puo essere ulteriormente trasformato in un problema equivalente con
tutte le variabili vincolate in segno. E sufficiente rappresentare la variabile xo che
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non ¢ vincolata in segno nella forma xo = x; — x5 e scrivere il problema nella forma

equivalente
min (1221 + 2§ — x5 + 5x3)
x;—m5—2m3—x4:7
221 + a3+ 25 = 10
3x1 —x§+:c2_ —2x3 =3
x120,m2+20, Ty >0, 23>0, x4 > 0,75 > 0.

1.7.3 Vertici e Soluzioni di Base Ammissibile

Come abbiamo visto nell’introduzione di questo capitolo, un punto centrale del metodo
del simplesso ¢ la visita dei vertici del poliedro ammissibile. E quindi molto importante
disporre di metodi efficaci per I'individuazione e I’analisi dei vertici di un poliedro. Uno
dei vantaggi di considerare i problemi di Programmazione Lineare in forma standard &
la particolare caratterizzazione che si pud dare per i vertici dei loro insiemi ammissibili.

Per descrivere tale caratterizzazione, consideriamo un generico poliedro in forma stan-
dard
P={xreR": Ax=b, x> 0}, (1.28)

dove A ¢ una matrice m x n e dove supponiamo che valga la seguente assunzione.
Assunzione: il poliedo P ¢é non vuoto e rango(A) =m.

Notiamo che l'assunzione fatta implica m < n e garantisce lesistenza di almeno
una sottomatrice B € R™*™ non singolare. Notiamo inoltre che, come vedremo
successivamente, tale assunzione non ¢ limitativa.

Teorema 1.7.2 Sia T un punto appartenente al poliedro P definito come in (1.28).
Allora T ¢ un vertice di P se e solo se le colonne di A relative alle componenti positive
di T sono linearmente indipendenti.

Prova. (La prova non fa parte del programma d’esame). Riscrivendo le equa-
zioni Az = b nella definizione del poliedro (1.28) come coppia di disequazioni abbiamo
che P & definito dal sistema di disequazioni

Ax > b
—Ax > -—b
x > 0.

E ovvio che, siccome il punto & € ammissibile, soddisfa le prime 2m disequazioni al-
I'uguaglianza. Supponiamo inoltre, senza perdita di generalita, che le prime r variabili
siano strettamente positive, mentre le ultime n — r sono nulle. Percié si ha:

Az = b
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Az = -—b

Try1 = 0

T, = 0.

Ora, indicando con e; un vettore di IR" con tutte componenti nulle ad eccezione della
i-esima che e pari ad 1, ovvero eiT =(0,...,0,1,0,...,0), ricordando che z; = ezT:Y: ed il
Teorema 1.4.7, abbiamo che Z ¢ un vertice se e solo se il rango della matrice dei vincoli
attivi e n, cioe se e sole se

A
—A
T A
. n—r)Xr n—r)XxX(n—r
en
= rango < (()11---ar Iar+1"'an > =n. (1.29)
(n—r)xr (n—r)x(n—r)

Usando la definizione di rango, 1'ultima uguaglianza della (1.29) & equivalente al fatto

che
ai---Qp ar+1...an y . . y
=0 implica = 0. 1.30
< On—ryxr  Ln=r)x(n-r) ) (Z) b <Z> (30
Sfruttando la sua particolare struttura, 'implicazione (1.30) puo essere riscritta nella
forma:

(a1~--ar )y+( Qr41 - 0Qp )Z:O
implica y=0 e z=0,

z=0

che, ovviamente, & equivalente al fatto che

(ar---ar )y=0  implica y=0, (1.31)
cioe all’indipendenza lineare delle colonne ai,...,a, corrispondenti alle componenti
positive di Z. O

Un conseguenza immediata del precedente teorema ¢ il seguente corollario.

Corollario 1.7.3 Sia T un punto appartenente al poliedro P definito come in (1.28).
Se T & un vertice di P allora almeno n —m componenti di T sono nulle.
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Esempio 1.7.4 Consideriamo il sistema

3r1 — 29 + 3 + x4 — x5 + 4dxrg = 6
2z + 2x3 — T4y + 225 + x5 = B (1 32)
—x1 + 4dxo 4+ 33 + 224 + x5 + 3z = T ’

x > 0

e il punto = = (2,1,1,1,0,0)”. Si verifica facilmente per sostituzione che il punto x &
una soluzione ammissibile del sistema considerato, ma non ¢ un suo vertice. Infatti le
colonne di A relative alle componenti di x positive

3 -2 1 1
a] = 2 , ag = 0 5 az = 2 , Q4 = —1 5
-1 4 3 2
non sono linearmente indipendenti (cfr. Corollario 1.7.3) O

Esempio 1.7.5 Consideriamo il poliedro P definito dal seguente sistema

2c1 4+ x99 — 2x3 + 34 = 3
rTT + 9 4+ 223 + 224 = 2
z > 0,

e i due punti (1,1,0,0)T e (0,0,0,1)T. Si verifica immediatamente che i due punti
sono ammissibili o, in altri termini, appartengono al poliedro P. Inoltre, applicando
il Teorema 1.7.2, si puo constatare che i due punti sono vertici di P. Nel primo caso
infatti

2 1
det (a1 az) = det ( 11 > =1

e quindi I'insieme costituito dalla prima e seconda colonna, corrispondenti alle compo-
nenti del punto maggiori di 0, e linearmente indipendente. Nel secondo caso il risultato
¢ ancora piu ovvio perché l'insieme costituito dalla sola quarta colonna (diversa da
zero) ¢ banalmente linearmente indipendente. Notiamo che per tutti e due i punti il
numero di componenti maggiore di zero ¢ minore o uguale a m = 2. O

Introduciamo ora alcune definizioni che permetteranno di dare una importante carat-
terizzazione dei vertici di un poliedro in forma standard. Il punto di partenza ¢ la
definizione di sottomatrice di matrice base della matrice A.

Definizione 1.7.6 Sia A € R™*" la matrice dei coefficienti di un poliedro in forma
standard (1.28), e siano {ai,...,an} linsieme delle sue colonne. Una sottomatrice
B = (aj,,...,aj,) € R™*™ di A non singolare é detta matrice di base di A.
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Scelta una particolare matrice di base B di A, si possono introdurre le seguenti defini-
zioni.

Definizione 1.7.7 Data una matrice di base B = (aj,,...,a;,,) di A:

e la sottomatrice N = (aj,,,,-.-,0;5,) € R™*(=m) di A ¢ detta matrice delle
colonne fuori base di A;

e linsieme Ip = {j1,...,Jm} C {1,...,n} viene detto insieme degli indici di base;
o linsieme In = {jm+1,---,dn} C {1,...,n} viene detto insieme degli indici fuori
base;

e le componenti x;, © € Ip vengono dette variabili di base;

e le componenti x;, 1 € Iy vengono dette variabili fuori base;

e ogni vettore x € IR™ puo essere partizionato in due sottovettori
Ljm+1

TR = . e R™, XN = . e R"™™,
Ljn

detti vettore delle variabili di base (vp) e vettore delle variabili fuori base (zy ).

Esempio 1.7.8 Sia dato il seguente sistema

201 — 3x9 + 4dx3 + 2x4 + Dxs + w6 = T
ry + 229 + x3 4+ 4dzy + 225 + 224 = 8
—x1 + 4dxo 4+ 4dxs + 3x4 — x5 4+ w1 = 2
z > 0

Consideriamo la sottomatrice di A
1 2 2
B=112 1 4
1 -1 3

ottenuta considerando nell’ordine la sesta, prima e quarta colonna della matrice A del
sistema. In questo caso

IB = {jl = 67j2 = 17j3 = 4}7

e, poiché si verifica facilmente che det B = —3, abbiamo che B ¢ una matrice di base
di A, le colonne ag, a; e aq sono colonne di base e gli indici 6, 1 e 4 sono indici di base.
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Consideriamo ora, invece, la sottomatrice di A
-3 5

B = 2 2
4 -1

ottenuta considerando nell’ordine la seconda, quinta e quarta colonna della matrice A
del sistema. In questo caso

Ip ={j1 =2,j2 =5,j3 =4},

e, poiché si verifica facilmente che det B = 0, abbiamo che B non ¢ una matrice di base
di A. O

Utilizzando gli insiemi di indici I'g e Iy si puo riscrivere il sistema Ax = b nella seguente

maniera:
Z a;, Tj, + Z a;;Tj, = b. (133)

i€lp i€ln

Utilizzando i sottovettori zp e zy, il sistema (1.33) puo essere posto nella forma:
Bxp+ Nxy =0 (1.34)
oppure nella forma:
zp+ B 'Nazy =B b (1.35)

I sistemi (1.34) e (1.35) mettono in evidenza che il sistema Az = b pud essere risolto
esprimendo il vettore delle variabili base xp in funzione del vettore delle variabili fuori
base. La particolare soluzione del sistema Ax = b che si ottiene annullando il vettore
delle variabili fuori base viene caratterizzata dalla seguente definizione.

Definizione 1.7.9 Data una matrice di base B di A. Un vettore T ¢é detto Soluzione
di Base del sistema Ax = b se 1 suoi sottovettori Tg e Ty sono tali che:

. |

rp=B""b,

TN = On—m

Data una matrice di base B, anche il vettore ¢ dei coefficienti della funzione obiettivo
puo essere decomposto nei due sottovettori:

Cjy Cim+1
cg = . e IR™, cN = . e RV,

Cim Cin

che rappresentano i coefficienti di costo delle variabili di base e quelli delle variabili
fuori base.

44



Un problema in forma standard puo quindi essere riscritto nella forma equivalente:

min chrp + chay (1.36)
Brgp+ Nzxzy=b
B 2 Omy, TN = Oppm,

oppure nella forma:

min chrp + chry (1.37)
xp+ B 'Nay =B
zp 2 Om, N 2 Op—pm,

Osservazione Un problema di PL in forma standard puo essere scritto nella forma
equivalente (1.36) in tanti modi diversi quante sono le matrici di base di A.

Utilizzando delle particolari matrici di base del sistema Az = b & possibile caratterizzare
delle particolari soluzioni ammissibili del Problema in Forma Standard (1.36) (oppure
(1.37)), a questo scopo sono necessarie altre due definizioni.

Definizione 1.7.10 Dato un problema in forma standard (1.36), una matrice di base
B di A ¢é detta matrice di base ammissibile se risulta

B~ >0,,.

Definizione 1.7.11 Dato un problema in forma standard (1.86) e data una matrice
di base ammissibile B di A. Un vettore T é detto Soluzione di Base Ammissibile (SBA)
del problema (1.86) se i suoi sottovettori Tp e Ty sono tali che:

Zp = B 1D,

TN = Onfm

Esempio 1.7.12 Consideriamo il sistema dell’Esempio 1.7.8 e la prima delle basi ivi
presa in considerazione.

1 2 2

B=|2 1 4

1 -1 3

con
Ip = {j1 = 6,72 = 1,3 = 4},

Sappiamo gia che B & una matrice di base, verifichiamo se & una matrice di base
ammissibile. Risulta

[T -8 6 1
B~ != 32 1 0], e quindi B~ o= 2 | >0
-3 3 -3 1

45



Quindi B & una base ammissibile. La soluzione di base ammissibile associata ¢

Ie 1
zp=|z1 | =1 2
T4 1
To 0
zn=|23 ] =10
T5 0
OvVVvero

2

0

7= 0

1

0

1

Consideriamo ora una matrice di base diversa, pit precisamente

2 =31
B = 1 2 2
-1 4 1

corrispondente a
IB = {jl - 17j2 - 27j3 = 6}

E facile verificare che B ¢ una matrice di base (il suo determinante ¢ diverso da 0), e
che la soluzione di base ad essa associata ¢

T —2 / 3
rp= | x2 | = -1
Z6 16/3
T3 0
zn=|x4 | =10
xI5 0
ovvero
—2/3
-1
- 0
0
0
16/3
che, ovviamente, non ¢ ammissibile perché la prima e seconda componente sono nega-
tive. O
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Possiamo ora studiare la relazione tra SBA e vertici. Vale il seguente teorema.

Teorema 1.7.13 Sia T un punto appartenente al poliedro P definito come in (1.28).
Allora T ¢ un vertice di P se e solo se é una SBA.

Prova. (La prova non fa parte del programma d’esame). Se T ¢ una SBA,
abbiamo, per la definizione stessa di SBA, che n — m variabili sono sicuramente nulle,
quindi vale Pinclusione {i : Z; > 0} C Ip. Quindi abbiamo che le colonne della matrice
A corrispondenti a variabili positive sono un sottoinsieme delle colonne della matrice
di base B. Ma per la definizione di matrice di base, le colonne di B sono linearmente
indipendenti e quindi saranno linearmente indipendenti anche le colonne di qualunque
suo sottoinsieme di colonne. Ma allora ¢ un vertice per il Teorema 1.7.2.

Supponiamo ora che Z sia un vertice e mostriamo che esiste una base la cui soluzione
di base associata coincide con Z. Supponiamo, senza perdita di generalita, che le prime
r componenti di Z siano positive e che le restanti componenti siano nulle, supponiamo,
ciog, che {i : z; > 0} = {1,...,r}. Per il Teorema 1.7.2 abbiamo che le colonne a; - - - a,
sono linearmente indipendenti. Siccome il rango di A & m, si ha che r < m. Per il
teorema del completamento possiamo trovare m — r colonne di A tra le ultime n — r
colonne (supponiamo, senza perdita di generalita, che siano le colonne a1 - - - a,,), tali
che le colonne

A R
siano linearmente indipendenti. Posto
B e (al .-.ar’aT+1-..am)’

abbiamo ovviamente che B € una matrice non singolare. Per far vedere che T € una
soluzione di base, sara ora sufficiente mostrare che

g = B7'D,
TN = 0p_m-

Ricordando che r < m, abbiamo ovviamente che Ty = 0,,_,,,. Quindi per concludere
basta mostrare che Zp = B~'b o, equivalentemente, visto che B & non singolare, Btp =
b. Ma, tenendo conto che & appartiene al poliedro (1.28), possiamo scrivere

b=Ar = Bxg+ Nzy = Bxgp + NO,, = Bxpg.
[

E facile convincersi che il numero di SBA (e quindi il numero di vertici) ¢ finito ed &
pari, al massimo, al numero di possibili modi diversi di prendere m colonne di A fra n.
Vale cioe il seguente teorema

Teorema 1.7.14 Il numero di SBA (cioé di vertici) é finito e pari, al pit, a < ;:L >
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Notiamo che in effetti il numero di SBA puo essere inferiore al limite massimo di < m >

perché una volta fissate m colonne di A queste potrebbero non essere linearmente
indipendenti o, anche nel caso lo fossero, la soluzione di base associata puo non essere
ammissibile.

Esempio 1.7.15 Sia dato il seguente sistema.

r1 + 219 — 2x3 + %.7}4 = 4
—r1 + 4xo + 2x3 + %964 = 2
z > 0.

Esaminiamo tutte le possibili coppie (m = 2) di colonne della matrice A. Applicando
le definizioni di base, soluzione di base e soluzione di base ammissibile, otteniamo i
risultati riportati qui di seguito.

Indici delle colonne | Base | Soluzione di base | Ammissibile
{1, 2} Si (2,1,0,0)T Si
{1, 3} No - -
{1, 4} Si (-1,0,0,2)T No
{2, 3} Si (0,1, -1, 0)T No
{2, 4} Si | (0,1/3,0,4/3)T Si
{3, 4} Si (0,0, 1/2, 2)T Si

2

solo tre sono ammissibili. I

Come si vede su ( :1 ) = ( 4 > = 6 possibili combinazioni abbiamo 5 basi di cui

Dal Teorema 1.7.2 e dal Teorema 1.7.13 segue immediatamente il seguente corollario.

Corollario 1.7.16 Una soluzione T # 0, appartenente a P é una SBA se e solo se le
colonne di A corrispondenti alle componenti di T positive sono linearmenti indipendenti.

Il significato del Teorema 1.7.13 e del Corollario 1.7.16 & che i concetti di vertice di P
e quello di soluzione di base ammissibile sono assolutamente equivalenti. In effetti noi
siamo partiti da una formalizzazione geometrica del concetto di vertice che si presta
bene ai ragionamenti intuitivi e siamo poi arrivati al concetto algebrico (equivalente) di
SBA che si presta meglio al tipo di manipolazione che dovremo introdurre per studiare
un algoritmo risolutivo di tipo generale per i problemi di PL. Nel seguito ci riferiremo
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principalmente al concetto di SBA, ma, al fine di avere un’ idea piu intuitiva del signifi-
cato dei risultati cui perverremo, conviene tenere sempre presente anche il suo aspetto
geometrico di vertice, cosi come introdotto in precedenza.

Osservazione La corrispondenza tra basi ammissibili e soluzioni di base ammissibili
non e biunivoca. Infatti, mentre a ciascuna base ammissibile B di A corrisponde una
sola soluzione di base ammissibile x = (B~1b 0,,_,,)7, & possibile che una soluzione di
base ammissibile sia associata a due basi ammissibili diverse.

Esempio 1.7.17 Sia dato il seguente sistema

r1 + 229 + x3 — x4 = 1
To + I3 =1
z > 0.

Compiliamo una tabella analoga a quella dell’Esempio 1.7.15.

Indici delle colonne | Base | Soluzione di base | Ammissibile
{1, 2} Si (-1, 1,0, 0)7 No
{1, 3} Si (0,0, 1,07 Si
{1, 4} No - -
{2, 3} Si (0,0, 1,07 Si
{2, 4} Si (0, 1,0, )T Si
{3, 4} Si (0,0, 1,07 Si

Si vede che abbiamo 4 basi ammissibili, ma solo 2 soluzioni di base ammissibili (ovvero
solo due vertici). Infatti tre basi diverse, {1, 3}, {2, 3}, {3,4}, danno origine ad un’unica
soluzione di base, (0,0,1,0)7. [

Risulta abbastanza evidente che la possibilita che a una stessa SBA (equivalentemente,
a uno stesso vertice) corrispondano piu basi & legato al fatto che nel vettore B~!b ci
siano degli zeri, che corrispondono al fatto che alcune variabili, che valgono 0, possono
indifferentemente essere considerate in base o fuori base.

Allo scopo di chiarire il legame tra basi ammissibili e soluzioni ammissibili di base
(vertici) introduciamo la seguente definizione.

Definizione 1.7.18 Una soluzione di base ammissibile T ¢ degenere se il numero di
componenti positive di X € minore di m.
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Dalla precedente definizione discende immediatamente che se una soluzione ¢ non de-
genere allora ogni componente del vettore B~1b & strettamente positiva. Nel caso di
soluzioni di base non degeneri la corrispondenza tra basi ammissibili e soluzioni di base
ammissibili diviene biunivoca, come mostrato nel seguente teorema.

Teorema 1.7.19 Se una soluzione di base ammissibile T é non degenere allora esiste
una ed una sola base ammissibile B tale che

Ip = B_lb,
TN = 0p_m-

Prova. (La prova non fa parte del programma d’esame) Sia B una base
amissibile di A diversa da B e sia ¥ la soluzione di base associata a B ovvero:

S
2

B~ b,
= Op—m.

Poiche B # B abbiamo che almeno una colonna di A, ad esempio ’i-esima, appartiene
a B e non appartiene a B. Di conseguenza, i € Iy che implica &; = 0; mentre 7 € Ip
implica Z; > 0 (poiché Z & non degenere). Percio Z # . Abbiamo quindi che ogni base
ammissibile diversa da B produce una soluzione di base ammissibile diversa da T ed il
teorema segue. [

Se una soluzione Z ¢ degenere, allora una o pill componenti del vettore g = B~'b
sono nulle. In tal caso, basi ammissibili diverse possono produrre la stessa soluzione
ammissibile di base .

Esempio 1.7.20 Con riferimento all’ Esempio 1.7.17, completiamo la tabella, aggiun-
gendo l'indicazione di soluzione degenere o meno.

Indici delle colonne | Base | Soluzione di base | Ammissibile | Degenere
{1, 2} Si (-1, 1,0, 0)" No -
{1, 3} Si (0,0, 1, 0)T Si Si
{1, 4} No - — —
{2, 3} Si (0,0, 1,07 Si Si
{2, 4} Si (0,1,0, )T Si No
{3, 4} Si (0,0, 1,07 Si Si
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1.8 Introduzione al metodo del simplesso

1.8.1 Introduzione

Il Metodo del Simplesso permette di risolvere problemi di Programmazione Lineare in
forma standard, cioe problemi di Programmazione Lineare della formas:

min ¢’z (1.38)
Az =D
x 2 Op,

dove x e R", be IR™ e A € R™* ™,

Come detto precedentemente il metodo del Simplesso trae ispirazione dal Teorema
Fondamentale della Programmazione Lineare e si basa sull’idea di cercare una possibile
soluzione del problema di Programmazione Lineare tra i vertici del poliedro che descrive
I'insieme ammissibile del problema. Gli elementi caratterizzanti di questo metodo sono:

- la capacita di selezionare in maniera efficiente i vertici che visita;

- il fatto di passare da un vertice ad un’altro senza richiedere inversioni di matrici o
soluzioni di sistemi di equazioni;

- 'uso di semplici criteri che permettono di individuare il vertice ottimo o di concludere
che il problema di Programmazione Lineare non ammette soluzioni in quanto e
illimitato inferiormente.

Queste importanti caratteristiche sono ottenute grazie ad un uso molto efficiente delle
basi ammissibili della matrice A. Tali basi permettono, da una parte, di individuare
facilmente un vertice dell’insieme ammissibile (una soluzione di base ammissibile) e,
dall’altra parte, di sfruttare i vincoli di uguaglianza dell’insieme ammissibile per espri-
mere un gruppo di variabili (le variabili di base) in funzione delle altre (le variabili non
di base).

In questa sezione vengono accennati gli elementi essenziali su cui si basa il metodo del
simplesso.

Per semplificare la descrizione, si suppongono vere le seguenti assunzioni.

Assunzione 1.8.1

i) linsieme ammissibile del problema (1.38) é non vuoto;

ii) rango(A4) =m;

iii) data una base ammissibile B, si hanno a disposizione la matrice B"'N ed il vettore

B~1b.
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Per quanto visto precedentemente, ’assunzione iii) pud essere sfruttata per riscrivere
il problema nella forma equivalente:

min chB + c%a:N
zp+ B 'Nzy =B ' (1.39)
g = Oy

TN = Op—m-

Questa forma mette in evidenza il fatto che il vettore zg ¢ funzione del vettore zy
infatti:
zp=B"'b— B 'Nuzy. (1.40)

Sostituendo 'espressione di 25 nella funzione obiettivo del problema (1.39) si ottiene
una nuova forma equivalente del problema (1.38):

min ¢cEB7b + 4 zy
tp =B - B 'Nzy (1.41)
TB > Om

TN = Op—m,

dove in vettore v e detto vettore dei costi ridotti ed € dato da:

y=cn — (B IN)Teg e R™.
Il problema (1.41) viene detto problema in forma canonica rispetto alla base B.

1.8.2 Ciriterio di ottimalita

Data una base ammissibile e, quindi, una soluzione di base ammissibile associata, il
primo passo che affronta il metodo del simplesso € quello di cercare di capire se questa
soluzione di base ammmissibile ¢ una soluzione ottima del problema. A questo fine,
gioca un ruolo fondamentale il seguente criterio di ottimalita.

Teorema 1.8.1 Data una base ammissibile B della matrice A del problema (1.38). Se
il vettore dei costi ridotti € non negativo, ovvero se:

vy=cn — (B'N)ep > Opp,

allora la soluzione di base ammissibile T associata alla base B (cioé il vettore che dato
da g = B7'b e &y = 0,,_,,) ¢ ottima per il problema (1.38).
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Prova. Sideve dimostrare che, se il vettore dei coefficienti ridotti & non negativo, allora
per una qualunque vettore ammissibile x risulta

L > 'z
Sia z un qualsiasi punto ammissibile del problema (1.38) si ha:

Ly = chB + czj\}xN

e ricordando l'espressione (1.40) di zp

Alr=cg"B '+ ’yTa:N
D’altra parte, per ipotesi si ha v > 0 e per 'ammissibilita di z si ha zx > 0, da cui si
ottiene:

x> cBTBflb = cgfg + cjj\}On_m = cga?B + c%a?]v =z,
Ma la precedente relazione mostra che la soluzione di base ammissibile Z associata alla
matrice di base B ¢ ottima per il problema (1.38). O

Dal precedente teorema si puo derivare il seguente corollario.

Corollario 1.8.2 Data una base ammissibile B della matrice A del problema (1.38).
Se il vettore dei costi ridotti & positivo, ovvero se:
-1 T
vy=cn— (B "N) ¢ > 0pm,
allora la soluzione di base ammissibile T associata alla base B (cioé il vettore che dato
da Zp = B7'b e &y = 0,_,,) ¢ l'unica soluzione ottima del problema (1.38).

Prova. Ripetendo gli stessi argomenti usati nella prova del Teorema 1.8.1, si ottiene
che per ogni vettore x ammissibile

e =cg'B '+ 'yTacN >cg' B = 'z, (1.42)

dove la stretta disuguanza segue dall’ipotesi che v > 0 e dal fatto che ogni punto
ammissibile x distinto da z deve avere xny > 0p—p € N # Op—py. Dalla (1.42) segue
che la soluzione di base ammissibile ¢ 'unica soluzione ottima per il problema (1.38) O

Il seguente teorema mostra che una base ammissibile che soddisfa il criterio di otti-
malita permette di determinare facilmente la soluzione del problema duale associato al
problema (1.38).
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Teorema 1.8.3 Data una base ammissibile B della matrice A del problema (1.38). Se
il vettore dei costi ridotti € non negativo, ovvero se:

Y =CN — (B_lN)TCB > Op—m,
allora il vettore
N =B Tep

é una soluzione ottima del duale del problema (1.38).

Prova. Invece di considerare il problema originario (1.38) si fa riferimento alla sua
formulazione equivalente descritta dal problema (1.36). Il duale del problema (1.36) &
dato da:

max b7\ (1.43)
BT)\ < CB
NTX < ep,

Per definizione il vettore \* soddisfa il primo vincolo del precedente problema. Ri-
cordando che il criterio di ottimalita ¢ soddisfatto e l’espressione del vettore A\* si
ha:

env > (B*N)Tep = NTB Tep = NT A,

da cui segue che anche il secondo vincolo del problema (1.43) ¢ soddisfatto dal vettore
¥

Riguardo il valore della funzione obiettivo del problema duale (1.43) nel punto A* si ha:
VX =B Tep = 5B = Lo,

Dove x*, per il Teorema 1.8.1, & una soluzione ottima del problema primale (1.36).
Quindi la precedente relazione implica che il valore della funzione obiettivo del problema
duale (1.43) nel punto ammissibile \* coincide con il valore ottimo del problema primale.
Il punto (ii) del Corollario ?? implica che A* & una soluzione ottima del problema duale.
]

I risultati appena descritti ci consentono di formulare un criterio sufficiente di ottimalita
per una soluzione di base ammissibile.

Esempio 1.8.4 Consideriamo il seguente problema di PL.

min @ x; + 2x2 4+ x3 + x4 + x5 + x4

1 + 212 + 313 + 14 = 3
2r1 — To — T3 + x5 = 2
1 + 2xy — w3 + x5 = 1
0.
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Consideriamo la base formata dalle colonne 1, 3 e 4 (Ip = {1,3,4} e Iy = {2,5,6}).
Abbiamo:
1 3 1 0 -1 5

1
B=|2 -5 0 |, B_1:§0—1 2
1 -1 0 3 4 -—11
2 00
cg=1,1,0)T, ey=(2,1,)F, N=[ -1 1 0
2 01

Calcoliamo i coefficienti ridotti.
=k —cEBTIN = (10/3,1/3,7/3).

Siccome i coefficienti ridotti sono tutti positivi abbiamo identificato una soluzione
ottima che ¢ anche 'unica. Tale soluzione ottima & data da

zp =B =(1,0,2)T, 2y =0s,

per cui
z=(1,0,0,2,0,0,)T.

Esempio 1.8.5 Consideriamo di nuovo il problema dell’Esempio 1.8.4, e consideriamo
la base costituita dalle colonne 1,4 e 6 (Ip = {1,4,6} ¢ Iy = {2,3,5}). Abbiamo:

110 L[ 0 -1 0
B=|20 0], Bl=—2| =2 1 o0
1 01 2\ 0 1 -2

2 3 0

cg=(1,1,1)7, ey=2,1,1)f, N=| -1 -5 1
2 -1 0

Calcoliamo i coefficienti ridotti.
v=ch —cEB7IN = (=5/2,-7/2,3/2).
Calcoliamo anche la soluzione di base associata.
rp=B"1=(1,2,007, zy =03

per cui
z=(1,0,0,2,0,0,)T.

Come si vede la soluzione di base trovata ¢ la stessa trovata nell’ Esempio 1.8.4, ed e
quindi ottima (si tratta ovviamente di una SBA degenere). Come si vede il test impie-
gato non e stato capace, in questo caso, di determinare il fatto che la soluzione corrente
e ottima. Questo perché il criterio impiegato e solo sufficiente, ma non necessario.
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Il criterio di ottimalita & una condizione necessaria di ottimo in corrispondenza di vertici
non degeneri come mostra il seguente risultato.

Teorema 1.8.6 Data una base ammissibile B della matrice A del problema (1.38). Se
la soluzione di base ammissibile x* associata alla base B (cioé il vettore che dato da
2% = B7 e x% = 0,—m) ¢ una soluzione ottima per il problema (1.38) e se & un
vertice non degenere allora:

vy =cnN — (B_lN)TcB > Oprm-
Prova. Si consideri di nuovo duale del problema (1.36) ¢ dato da:

max b\
BT\ <cp
NT) < cn,

e sia A* una sua soluzione ottima.
Dalla relazione (1.19) del teorema 1.6.7 si ha:

(%) T (BTN — ¢cp) = 0.
Poiche, dalla non degeneratezza di 2*, si ha 7; > 0 la precedente realzione implica che:
N =B Tep.
Sostituendo questa espressione nel secondo vincolo del problema duale si ha:
0<ey—NXN=cy—NI'BTeg=cy — (BN eg =+,

che dimostra il teorema. O

1.8.3 Ciriterio di illimitatezza

Se il criterio di ottimalita non e verificato il metodo del simplesso cerca di capire se il
problema da risolvere sia illimitato inferiormente.

11 fallimento del criterio di ottimalita implica:
{ie{l,...;n—m}:v <0} #0.

In questa situazione si puo considerare il seguente criterio sufficiente di illimitatezza
(inferiore) del problema (1.38).

Teorema 1.8.7 Data una base ammissibile B della matrice A del problema (1.38). Se
per qualche indice i € {1,...,n —m} abbiamo che:
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(i) v <0
(ii) la colonna i-esima della matrice B~ N ¢ tutta non positiva, cioé (B~ N); < 0,

allora il problema (1.38) é illimitato inferiormente.

Prova. La dimostrazione e costruttiva. Facciamo cioe vedere che, nelle ipotesi po-
ste, possiamo trovare una semiretta di punti z(p), con p > 0, sempre contenuta nel-
I'insieme ammissibile e tale che il valore della funzione obiettivo ¢’z(p) diminuisca
indefinitamente. Consideriamo un vettore del tipo x(p), con p > 0, dato da:

zp(p) = B~'b— B~'Nay(p)
0

zn(p) = pe; = <+ i-esima componente.

o

0
Per definizione, il vettore x(p) soddisfa il vincolo Az(p) = b. Si tratta di una soluzione

ammissibile se risulta anche zg(p) > 0, xn(p) > 0. Per valori positivi di p abbiamo
che, ovviamente risulta zx(p) > 0. D’altra parte

xB(p) = B_lb — B_1N$N(p) = B_lb— p(B_lN)z > Oma

dove l'ultima disuguaglianza segue dalla (ii). Quindi sono verificati i vincoli del pro-
blema (1.38). Il valore della funzione obiettivo in z(p) &

cEB™b + TN (p) = cEB71b + vip.

Da cio si vede, tenendo conto che ; < 0 per la (i), che, al crescere di p, la funzione
obiettivo del problema (1.38) puo assumere valori piccoli a piacere in punti ammissibili.
J

Esempio 1.8.8 Consideriamo il problema di PL seguente.

min —x1 — X9
Ty — T2 + I3 =1
—r1 + @2 + x4 = 1

x > 0.

Consideriamo la base formata dalle colonne 1 e 4 (Ip = {1,4} e Iy = {2,3}). Abbiamo:

(1 0 4 (10
s-(10) o=(10)
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1 1
cg= (1,007, en=(-1,0)T, N:( ) 0).

Calcoliamo la matrice B~1N e i coefficienti ridotti

-1 1
B7IN =
(0 1)
v =ck —cLB7IN = (-2,1).
Notiamo che in corrispondenza al coefficiente ridotto della prima variabile non in base

(x2), che & negativo, la prima colonna della matrice B~'N contiene solo elementi non
positivi. Quindi possiamo concludere che il problema é illimitato inferiormente.

1.8.4 Determinazione di una nuova base ammissibile
Data una soluzione di base ammissibile
{:z =B
7= B
IN = On—m

del problema (1.38), nel caso in cui i criteri di ottimalita ed illimitatezza, applicati ad Z,
non siano soddisfatti, il metodo del simplesso cerca di determinare una nuova soluzione
di base ammissibile o, almeno, una nuova base ammissibile del problema.
Nel seguito, per semplicita, le colonne della matrice B~! N saranno indicate da {71, ..., Tph_m},
cioe:
BTN = (T1y ey T—m)-

Come gia osservato se il criterio di ottimalita non & soddisfatto si ha:

{ie{l,...,n—m}:%<0}§£®. (1.44)

Mentre se non e soddisfatto il criterio di illimitatezza, allora per ogni indice h €
{1,...,n — m} tale che v, < 0 si ha:

{ke{1,...,m}:wkh>o}7&®. (1.45)

Percid in questa sezione si considerera il caso in cui sia la (1.44) sia la (1.45) sono
sempre verificate.

Falliti i due criteri, il metodo del simplesso cerca di costruire una nuova soluzione di
base ammissibile del problema (1.38), cioé un punto

. Tp
Xr = ~
TN

che, per essere diverso da T, deve avere almeno una componente del vettore T € diversa
da zero. Infatti, se n = 05—, allora g = B~ b ed & = 7.

58



L’idea base del Metodo del Simplesso & quella di modificare una sola componente del
vettore x, ad esempio 1’h-esima (ricordando la definizione di z si ha (zx)y = 25,.,,),
portandola da zero ad un valore positivo p. Formalmente viene considerata la seguente
semiretta di punti:

rp(p) = B~'b— pB~1Ne,

2(p) = (1.46)

zn(p) = pen
dove p ¢ un numero reale non-negativo, e, € 1’h-esimo vettore unitario con n — m
componenti e l'espressione del sottovettore zp(p) ¢ data dalla (1.40) che nasce dalla
necessita di soddisfare i vincoli di uguaglianza del problema originario.

Dopo aver definito il generico punto z(p) rimangono da risolvere le due seguenti que-
stioni:

- quale variabile fuori base modificare, cioe come scegliere I'indice h;

- quanto variare la variabile fuori base scelta, cioe¢ quale valore dare allo scalare p.

Scelta dell’indice h.

Per quanto riguarda la scelta dell’indice h, ovvero di quale variabile fuori base modifi-
care, il Metodo del Simplesso fa riferimento al fatto di cercare di determinare dei nuovi
punti in cui la funzione obiettivo sia diminuita (o, al peggio non sia aumentata). In
particolare il seguente teorema indica una scelta opportuna per I'indice h.

Teorema 1.8.9 Data una matrice di base ammissibile B del problema (1.38). Sia T la
soluzione di base ammissibile associata e sia vy il corrispondente vettore dei coefficienti
ridotti. Se l’indice h € {1,...,n —m} é tale che

,-)/hg()’

allora, il punto z(p) definito dalla (1.46) con p > 0, ha un valore della funzione obiettivo
non superiore a quello di T, cioé

zlp) < 'z

Prova. Utilizzando 'espressione di xzp(p) e di zn(p) date dalla (1.46), si ha:
c"w(p) = cpB'o+ 7 N (p) = B0+ pyen,

ricordando che v'e;, = v, e che, per ipotesi, v, < 0, si ottiene:

T

x(p)=chkB™ o+ py, < cEB W =chip+ iy =z

e quindi che il valore della funzione obiettivo in z(p) ¢ minore o uguale al valore della
funzione obiettivo in Z. O

Una semplice conseguenza del precedente teorema e il seguente corollario.
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Corollario 1.8.10 Data una matrice di base ammissibile B del problema (1.38). Sia T
la soluzione di base ammissibile associata e sia ~y il corrispondente vettore dei coefficienti
ridotti. Se l’indice h € {1,...,n —m} é tale che

Yh < 0,

allora, il punto x(p) definito dalla (1.46) con p > 0, ha un valore della funzione obiettivo
inferiore a quello di x, cioé

Scelta del valore dello scalare p.

Il valore dello scalare p, oltre ad indicare il valore della variabile fuori base scelta,
influenza anche il valore delle variabili di base. Percio nello scegliere il valore di p si
deve prima di tutto tener conto della ammissibilita del punto prodotto z(p).

Teorema 1.8.11 Data una matrice di base ammissibile B del problema (1.38). Sia
il corrispondente vettore dei coefficienti ridotti, sia h un indice tale che vy, < 0 e sia p
lo scalare dato da

B~1b B~1b);
P )L J— {()} (1.47)
Tkh i=1,....m Tih
7T7;h>0

Allora, i punti x(p) definiti dalla (1.46) con p € [0, p], sono punti ammissibili per il
problema (1.38).

Prova. Prima di tutto osserviamo che la (1.44) e la (1.45) implicano che il minimo al
secondo membro della (1.47) & sempre ben definito. Per dimostrare che i punti z(p)
definiti dalla (1.46) con con p € [0, p|, sono punti ammissibili per il problema (1.38),
basta far vedere che soddisfano i vincoli del problema equivalente (1.39).

I vincoli di uguaglianza del problema (1.39) sono soddisfatti grazie alla particolare
definizione del vettore zp(p). Poiche p > 0 anche il vincolo z(p)y = pep > 0p—p €
soddisfatto. Di conseguenza, z(p) € una soluzione ammissibile del problema (1.38) o
del problema (1.39) se soddisfa i rimanenti vincoli zg(p) > 0p—pm. Cioe se p € una
soluzione non negativa del sistema di disequazioni

zp(ph = wj = (B7'b)1 — pmp 20
zp(p)i = xj, = (B~'b)i — pmip > 0
CCB(P)m = Zj,, = (B_lb)m — pTmn 2 0,

ovvero se p e una soluzione non negativa del sistema di disequazioni

pmn < (B7');  i=1,...,m. (1.48)
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Dalla definizione di base ammissibile si ha che (B_lb),- > 0 e quindi che se m;, < 0,
allora ogni p non negativo soddisfa la disequazione i-esima.

Le possibili limitazioni su valori positivi di p nascono dalle disequazioni per cui m;;, > 0.
Percio p > 0 ¢ una soluzione del sistema (1.48) se e solo se soddisfa tutte le disequazioni:

B_lbi
pg(ﬂ_) i=1,....,m, mp>0. (1.49)
ih

Ma p soddisfa le disequazioni (1.49) se e solo se:

B~ 'b);
p<p= min {()l} .
i=1,..,m Tih
win >0

(1.50)

Da cui si ottiene che, per ogni p € [0, p], la soluzione z(p) & ammissibile per il problema
(1.38). O

Il precedente risultato identifica 'insieme di valori di p che determinano punti z(p)
ammissibili. Il passo successivo & quello di far vedere che il valore estremo p permette
di identificare un punto x(p) che ¢ una soluzione di base ammissibile (e quindi un
vertice) del problema (1.38). Per dimostrare tale risultato & opportuno richiamare
prima un semplice lemma su insiemi di vettori linearmente indipendenti.

Lemma 1.8.12 Siano vi,ve,...,v,, m vettori linearmente indipendenti, e sia w un
vettore non nullo ottenuto combinando linearmente i vettori vy, va, ..., Um, Tisulti cioé
W= ANV + Xvs + -+ AU (151)

Se si sostituisce il vettore w a un vettore v, tale che A, # 0 allora linsieme di vettori
V1, U2, ... Up—1, W, Upt1,- .. Uy € linearmente indipendente.

I1 prossimo teorema, oltre ad indicare che il punto x(p) & una soluzione di base ammis-
sibile, ne determina anche la matrice di base ammissibile associata.

Teorema 1.8.13 Data una matrice di base ammissibile B = (aj,,...,aj,,...,a;, ) del
problema (1.38). Sia v il corrispondente vettore dei coefficienti ridotti, sia h un indice
tale che vy, < 0 e stano p lo scalare e k 'indice dati da:

B~1b B~1b);
PR )L J— {()} (1.52)
Tkh i=1,..,m Tih
min >0

Allora, il punto & = z(p) (con x(p) definito da (1.46)) ¢ una soluzione di base am-
missibile del problema (1.38) e la matrice di base ammissibile B associata é data
da:

B = (ajl, e ,ajk_l, ajm+h, ajk+1, “e ,ajm). (153)

61



Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame) Ricordando il Teo-
rema 1.7.2 e il Teorema 1.7.13, il vettore Z = x(p) ¢ una soluzione di base ammissibile
del problema (1.38) se le colonne della matrice A corrispondenti a variabili positive di
Z, sono linearmente indipendenti.

Il primo passo per dimostrare I'indipendenza lineare delle colonne della matrice A
corrispondenti a variabili positive di T € quello di individuare quali indici possono
corrispondere a componenti positive del punto Z. Dalla definizione di Z, dalla (1.46) e
dal Teorema 1.8.11, si ha:

Ij, = (T =0
Tj,, = (Tp)k-12>0
- - _ _ _ B 1 k
Zj, = (k= (B7'b)k — pmpn = (B~'b)k — ( 7Tkh) Tgn =0
Tjy = (ZB)k+1 20
Tjmpr = (@1 =0 (1.54)
jE.j'nL<HL71 = (jN)h_l = 0
Ljyn, = (@EN)h=p=0
ijm+h+l = (jN)h—l-l =0
zj, = (iN)n—m =0.
Dalle precedenti relazioni si ottiene
{7/ : i.’b > O} - {jla s 7jk717jm+h7jk+17 s ajm}a (155)
che, a sua volta, implica:
{ai, con i:2; >0} C{aj, - a5, 1,05, 00 Cjpyrs s Ay ) (1.56)

Ricordando che 7, = (B~IN);, = B_laij, ovvero aj, .. = Bmy, abbiamo che:

m
Qi = Z Tih Ay, -
i=1

Poiché la matrice B = (aj,,...,a;,,.-.,a;,) € una base, le sue colonne sono linear-
mente indipendenti e poiche 7, > 0 abbiamo, per il Lemma (1.8.12), che le colonne

62



{ajl,...,ajk_l,ajm+h,ajk+1,...,ajm} sono linearmente indipendenti e che, quindi, la
matrice

B={aj,....a5,_ 1,05 s, )
¢ una matrice di base di A.

Ricordando la (1.56), abbiamo che I'insieme delle colonne di A corrispondenti a variabili
di = x(p) positive, essendo un sottoinsieme di {aj,,...,aj,_,, @5, 0> Qjirs- -5, s
¢ costituito da vettori linearmente indipendenti e questo implica, come detto, che Z &
una soluzione di base ammissibile di (1.38).

Per completare la dimostrazione si deve dimostrare che la matrice B ¢ la matrice di
base ammissibile associata a . Cioe si deve far vedere che

B7b >0, (1.57)
e che . -
i= {‘?B:B b (1.58)
:EN — On,m,
dove ~ ~
L L1
B ii‘jk—l ~ jJ'rr~H-fL—1
xB = Jijm+h .%'N = . T, . (1.59)
Ljt1 L gt ht1
T, Zj,

Avendo gia dimostrato che ¢ un vertice, segue che & soddisfa i vincoli del problema
(1.38):

!

AT = Big+ Nig=> (1.60)
E5>0, ig>0. (1.61)
Utilizzando (1.54) e (1.59) si ottiene:
Z5 = Opm. (1.62)
Dalle (1.62) e (1.60) si ha: )
ip=DB"10>0p. (1.63)

Quindi la (1.62) e la (1.63), implicando la (1.57) e la (1.58), completano la dimostrazione
del teorema. 0

Osservazione L’'unione dei risultati forniti dal Teorema 1.8.9, dal Teorema 1.8.11 e dal
Teorema 1.8.13 puo essere interpretata: supponiamo di avere una base ammissibile B
e supponiamo che non sia soddisfatto il criterio di ottimalita né quello di illimitatezza.
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Allora, se si considera una nuova soluzione di base corrispondente alla base B ottenuta
facendo entrare nella base B una qualunque variabile alla quale & associato un costo
ridotto negativo e facendo uscire una variabile scelta secondo il criterio del rapporto
minimo (1.47) indicato dal Teorema 1.8.13, questa nuova soluzione ¢ ammissibile e
ha un valore della funzione obiettivo non superiore a quello della soluzione di base
precedente.

Osservazione Nel criterio del rapporto minimo (1.47) il minimo puo essere raggiunto
in corrispondenza a piu di un indice, ovvero l'indice k puo non essere univocamente
determinato. In questo caso si puo fare uscire dalla base una qualunque delle variabili
in corrispondenza alle quali si e raggiunto il minimo. E facile verificare che in questo
caso la nuova soluzione di base e degenere. Pilu precisamente saranno nulle tutte le
componenti della soluzione di base corrispondenti agli indici per cui si e raggiunto il
minimo nella (1.47) (oltre, ovviamente alle componenti non in base).

B~
(B~ 0k

Tkh
nullo se e solo se (B~1b), = 0. Di conseguenza, una condizione necessaria per avere
p = 0 & che risulti (B~!b); = 0 per qualche indice i, ovvero che la soluzione Z associata
alla base B sia degenere. In tal caso, dalla (1.46) e dalla (1.54)

si ha che la k-esima componente di Zp e ’h-esima componente di Zny hanno en-

trambe valore zero. Pertanto, il vettore z, ottenuto da & scambiando tali componenti,
coincide con Z, ovvero

Osservazione Dal criterio del rapporto minimo (1.47) si deduce che p =

I=Tr.
Si osservi inoltre che in questo caso la nuova soluzione di base ammissibile coincide con
la vecchia mentre la nuova base ammissibile B & diversa dalla vecchia base B.

A questo punto sorge naturale chiedersi se la condizione (B~'b); = 0 per qualche indice
i, ovvero che la soluzione & degenere, &€ anche una condizione sufficiente affinché p sia
nullo. La risposta ¢ negativa: infatti ¢ possibile che il valore p sia diverso da zero
in corrispondenza ad una soluzione degenere. Dalla definizione di p data dalla (1.47)
si deduce che tale situazione si verifica quando ad ogni componente nulla del vettore
B~!b, corrisponde una componente non positiva di my,, ovvero m, < 0.

Dalla precedenti osservazioni segue il seguente corollario del Teorema 1.8.13
Corollario 1.8.14 Sia B una matrice di base ammissibile del problema (1.38) associa-

ta ad un vertice ¥ non degenere. Sia 7y il corrispondente vettore dei coefficienti ridotti,
sia h un indice tale che v, < 0 e siano p lo scalare e k indice dati da:

(B0 _ Lmin {(Flb)}

Tkh Tih

p=
Tip >0

Allora, il punto T = x(p) (con z(p) definito da (1.46)) é una soluzione di base ammis-
sibile del problema (1.38) tale che:
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1.8.5 Calcolo della nuova forma canonica

I teoremi visti nel paragrafo precedente mostrano che, data una base ammissibile B, se
non e verificato il criterio sufficiente di ottimalita né quello sufficiente di illimitatezza
¢ sempre possibile determinare una nuova base ammissibile B, data dalla (1.53), a cui
corrisponde un vertice con un valore della funzione obiettivo non superiore ripetto al
valore precedente. In linea di principio possiamo a questo punto calcolare ex novo B -
e quindi B~'N e B~'b che sono le quantiti necessarie per calcolare il nuovo vertice ed
per effettuare i nuovi test di ottimalita e di illimitatezza. Questa procedura non € pero
realizzabile in pratica se non per problemi di piccole dimensione. Infatti, per calcolare
I'inversa di una matrice quadrata m x m (quale e la E) occorre eseguire un NUMero
di moltiplicazioni approssimativamente proporzionale a m?, e questo numero diventa
praticamente eccessivo per molti problemi che si incontrano nella pratica. Bisogna
inoltre tenere conto che nel risolvere un problema di PL bisogna passare, in genere,
per molte basi prima di arrivare ’ottimo; bisognerebbe cioe calcolare molte inverse per
risolvere un singolo problema. Questa considerazione ci spingono a porci il problema
se sia possibile calcolare in maniera piu semplice, a partire da 5_1, BN e B~ 'b,
le analoghe quantitd nell’iterazione successiva: B~', B"'N e B~'b. La risposta &
affermativa, e per avere un’idea intuitiva di come cio sia possibile si puod notare che
questo problema ¢ equivalente a passare in maniera efficiente dalla forma canonica
rispetto alla matrice di base ammissibile B del problema (1.38):

min 'z

Imrp+B 'Nxy =B'b (1.64)

B 2 Om, N > Op—m.

alla forma canonica rispetto alla nuova matrice di base ammissibile B:

min Lz

Inas+ B 'Nzgz=B""b (1.65)
Ty > O, Ty 2 Op—m.

in cui compaiono la matrice BN ed il vettore B~ 1b.

Per notare meglio le differenze tra le due precedenti forme canoniche, conviene riscrivere
la forma canonica (1.64) in funzione dei sottovettori x5, 5 (che, ricordiamo, si otten-
gono dai vettori xp, xny scambiando la k—esima componente in base con I’h—esima
componente fuori base).

Indicando, come al solito, con e;, con ¢ = 1,...,m, i versori unitari m-dimensionali e
con 7;, con i = 1,...,n —m, le colonne della matrice B~'N, la forma canonica (1.64)
puo essere riscritta nella seguente maniera:

min ¢’z

(61 em>a:B + <7T1 7Tn_m>(IZN =B
g 2 Omy, N 2 Op—m.-
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Esplicitando i prodotti matrici-vettori dei vincoli di uguaglianza, si ottiene:

min ¢’z

-1
e1rj, + ...+ exrj, + ...+ enxj, +mMTj, 4t TRTG Lt Tem®y, = B0
B 2 Om, =N 2 Op_m.
Scambiando le posizioni dei termini exx;, e m;, ., si ha:

min ¢’z

—1
6133]‘1+...+7Thxjm+h+...+€m1'jm+7T1$jm+1—|—...—i—ekxjk—|—...+ﬂ'n_mxjn =B"b

B 2 Om, onN 2 O0p_m,

utilizzando i sottovettori x5, x5, si ottiene:
min ¢z
-1
(61 o €k—1 Th €yl 6m)$§ + (771 vt Mhel €k Thel - anm)xﬁ =B"b

Ty > O, Ty 2 Op—m-

Da questa formulazione si puo ottenere la forma canonica (1.65), effettuando un’opera-
zione sui vincoli di uguaglianza che permetta di ottenere un sistema lineare equivalente
in cui le colonne e;, con i = 1,...,m e i # k, siano rimaste immutate e la colonna
7, sia trasformata nel versore e. Come € noto premoltiplicando i termini di destra e
di sinistra di un sistema di equazioni con un matrice invertibile si ottenere un sistema
equivalente, ovvero un sistema che ha le stesse soluzioni.

Sulla base delle precedenti considerazioni, introduciamo la seguente matrice m x m,
detta matrice di pivot che & descritta da:

1
T=1In+— (ex — ) er (1.66)
Tkh

oppure svolgendo i prodotti matriciali assume la forma:

10 -  —mp/men - 00
0 1 -+ —mop/men - 00
O o0 --- _7rk—1h/7Tkh .- 0 0
T = O o0 --- 1/7rkh ..« 0 0
00 -+ —Tpe1p/men -+ 10
00 - —th/Trkh - 001
/]\

k — esima colonna
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Notiamo che la matrice T' & ottenuta dalla matrice identita m x m, sostituendo alla
k-esima colonna, una colonna ottenibile a partire dgli elementi della h-esima colonna
della matrice B~!N. L’elemento 7, viene detto elemento di pivot.

Grazie alla sua espressione, la matrice T presenta interessanti proprieta. Alcune di
queste sono descritte dal seguente teorema.

Teorema 1.8.15 Sia T la matrice data dalla (1.66) o dalla (1.67). La matrice T ¢é
invertibile ed é tale che:

Te; = e, i=1,...,m, 1 #£k, (1.68)
Tﬂ'h = €. (169)

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame) Il fatto che sia
invertibile si puo provare osservando che la sua inversa ¢ data da:

771 = I, — (ek —7Th) e;‘g

Oovvero
10 -+ mp - 00
71 = 0 0 e - 0 0
(1.70)
00 -+ T -+ 0 1
T

k — esima colonna

Le proprieta (1.68) e (1.69), possono essere provate utilizzando l'espressione (1.67) e
svolgendo i prodotti corrispondenti. Mentre, utilizzando 'espressione (1.66), basta
ricordare che e%ei =0, per k # i, e che e{wh = Tp per ottenere:

1
T ; 1
Tei:ei—i—ﬂ_—(ek—ﬂh)ekei:ei, 1:1,...,m, 7,7&]{7,
kh

1
Trp =mh + — (ex — ) efﬂ'h = eg.
Tkh
O

Il prossimo teorema mostra che la matrice 7' permette di calcolare efficientemente la
matrice B! a partire dalla matrice B1.

Teorema 1.8.16 Sia T la matrice data dalla (1.66) o dalla (1.67). Allora si ha:

B '=1B"! (1.71)
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Prova. (Questa prova non fa parte del programma dell’esame)

La dimostrazione & per verifica. Faremo cioe vedere che
TB™'B = 1I,,.
Verifichiamo questa uguaglianza “per colonne”. Mostriamo cioe che
(TB™'B);=¢;, i=1,2,...,m. (1.72)

Se i # k possiamo scrivere, tenendo conto che l'unica colonna della base a essere
cambiata ¢ la k-esima, (B); = aj, = (B);. Quindi, tenendo anche conto che, dalla
definizione di matrice inversa, si ha e; = (B™!B); = B~Y(B); = B 'aj, ed utilizzando
la proprieta (1.68) di 7', abbiamo

(TB'B); = TB~Y(B); = TB 'a;, = Te; = ¢,

che dimostra la (1.72) peri=1,...,m, e i # k.

Quindi rimane da dimostrare la ((1.72)) solo per i = k. In questo caso possiamo
scrivere, tenendo conto che avendo fatto entrare in base 1’ h-esima variabile non in base
abbiamo (By) = aj,,., e sfruttando la proprieta (1.69) di 1" si ottiene:

(TBilé)k = TBil(E)k = TBilajmﬁ_h = T(BilN)h =Tr, = ey,
che completa la dimostrazione del teorema. O

Il prossimo teorema mostra che, attraverso la matrice 7', si possono calcolare diretta-
mente il vettore B~'b e la matrice B~'N senza utilizzare (e quindi senza costruire e
memorizzare) la matrice B~

Teorema 1.8.17 Sia T la matrice data dalla (1.66) o dalla (1.67). Allora si ha:

B~ b =T(B™ ') (1.73)
BN = T(T1y oo s The1, Chs Thaly - - - s Tn—m)- (1.74)

Prova. (Questa prova non fa parte del programma dell’esame)
La proprieta (1.73) segue dal Teorema 1.8.16, infatti possiamo scrivere:

T(B~'b) = (TB~"b= B 'b.
Per quanto riguarda la proprieta (1.74), ricordando che m; = (B7'N); = B~}(N); =
Bilajmﬂ peri=1,...,n—m, e che Bilajk = ¢, per definizione di matrice inversa,
possiamo scrivere

(1 vy Thets €hy Thils - - s Tnem) = (B~ taj, vy, B taj,,...,B ta;,)  (1.75)

ovvero, poiche N = (aj,, . 1s---1Qjs- -5 aj,):
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(T, Th—1s €k Thals - Tn-m) = B'N. (1.76)

Ma allora, utilizzando il Teorema 1.8.16 e moltiplicando ambo i membri della (1.76)
per T, abbiamo

T(T1, o ety €k Thals - Tnem) = (TB~Y)N = B™IN,
che ¢ quanto volevamo dimostrare. O

Una conseguenza immediata del precedente teorema e della proprieta (1.69) ¢ il seguente
corollario.

Corollario 1.8.18 Sia T la matrice data dalla (1.66) o dalla (1.67). Allora si ha:

<€k ‘ E_lj\vf ‘ g_lb) :T<7Th ‘ T+ Th—1 €k Th41 *°° Tpn—m | B_lb>. (1.77)

Il precedente corollario e la particolare struttura della matrice 7' mostrano che il vettore
B~1b e la matrice B~'N possono essere ottenute effettuando alcune semplici operazioni
sulle righe della matrice:

-1
M:(ﬂ'h | 1 -+ Th_1 €k TRyl 0 Tpe—m | B b).

Infatti sia M la matrice data da:

M = <ek | BTN | §—1b>,
e siano m;, my, t;, con i = 1,...,m, 1 vettori costituiti dalla righe di M, M eT. Dal
Corollario 1.8.18 si ha I'uguaglianza:
M=TM
che, espressa per righe, ¢ equivalente a:

T
my

mi
~ Ur : .
m?z(O, ,0,1,0,...,0, Zh,O,...,O,...,O) mf per 1<k
kh )
M,

1 — esima componente
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mi
_ 1
mp =(0,...,0, ,0,...,0 m;‘g per 1=k
Tkh .
ma,
mi
- e ) .
m'f:<0,...,0,—7T]‘€’;,0,...,0,1,0,...,0) ml per >k
M,

~ 1
T ——
Tkh
ml =m! — mmi per i # k.

Riassumendo si parte dalla matrice M e si effettua la seguente operazione di pivot®

sull’elemento mp,:
(a) si divide la riga k—esima di M per myp;

(b) si somma a ciascuna riga i—esima di M (con i # k), la riga k—esima ottenuta al
precedente punto (a) moltiplicata per I'elemento —;y,

Al termine di questa operazione si ottiene la matrice

(ek | BTN | B*lb).

5Lo studente riconoscera in questa operazione la procedura base del metodo di eliminazione di
Gauss-Jordan per la soluzione di sistemi di equazioni lineari
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Metodo del simplesso

P1: Calcolo del vettore dei costi ridotti

— Calcolare il vettore v1' = cN B IN

P2: Verifica del criterio di ottimalita

— se per ogni i € {1,...,n — m}, risulta 7; > 0, allora la soluzione corrente
Zp =B, Zn = 0,_m, ¢ ottima. — STOP

P3: Verifica del criterio di illimitatezza

— se per qualche i € {1,...,n — m}, tale che 7; < 0 risulta m; < 0 allora il
problema ¢ illimitato inferiormente. — STOP

P4: Costruzione di una nuova base ammissibile
— selezionare un indice h € {1,...,n —m} tale che v, < 0;
I’h-esima variabile fuori base, ovvero x;, _,, entra in base.
— calcolare 'indice k attraverso il criterio del rapporto minimo

G G

= min
Tkh i=l..m | i)

Tih >
la k-esima variabile in base, ovvero z;, , esce dalla base.

costruire le matrici B e N a partire da B e N scambiando fra loro I’h-esima
colonna di N, ovvero aj, ., con la k-esima colonna di B, ovvero a, .

— costruire 1 nuovi vettori x5, Ty, Cj € Cx-

P5: Costruzione di una nuova forma canonica

— calcolare le grandezze rilevanti, relative alla nuova base B ovvero B~1b e
BN attraverso un ‘operazione di pivot, e definire la nuova forma canonica
rispetto alla nuova base B ed effettuare una nuova iterazione.
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Esempio 1.8.19 Risolvere applicando la fase II del metodo del simplesso il sequente
problema di Programmazione Lineare

min T, + 220 + 23 + T4 + 5 + T6
T, + 229 +3x3 + 14 =3
2x1 —To — dx3 + 15 = 2
T1+2x9 —x3+ 25 =1
z; >0, +=1,...,6.

Il problema ¢ in forma standard ed inoltre si dispone della base By = I data dalle
colonne 4, 5, 6, quindi il problema & in forma canonica rispetto alle variabili x4, x5, g,
OVVero:

1 0 0 1 2 3
Bo=|(0 1 0]=B" No=[2 -1 —5|=B;'\y
0 0 1 1 2 -1
T4 T
TBy = | T5 | TNy = | T2
Te I3
x4 X1
min (1 1 1) 25 | +(1 2 1) | 2
L6 I3
T4 1 2 3 1 3
rzs | +12 -1 -5 o | =1 2
T 1 2 -1 T3 1
x>0
Iterazione 0
Calcolo dei costi ridotti:
1 2 3
7{2(121)—(111) 2 -1 -5|=(121)-43 —=3)=(-3 —1 4)
1 2 -1

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché esistono componenti di v negative la verifica ¢ fallita.

Verifica del criterio di illimitatezza:
Poiché non risulta m; < 0, o my < 0 la verifica e fallita.

Costruzione nuova base ammissibile:
Variabile entrante: si sceglie I'indice h corrispondente al costo ridotto negativo minore
ovvero h = 1 in quanto v; = —3 < —1 = 79; quindi entra in base la prima variabile
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fuori base, ovvero 7.
Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

By 'b); 0
min 4 B0 Wil o 32 10 (By b
i=1,....3 i 1'2°1 21

si determina k = 2 e quindi la seconda variabile in base esce dalla base, ovvero xs.

Nuova base:

1 1 0 0 2 3
Bi=(0 2 0 N=1[1 -1 -5
0 1 1 0o 2 -1
T4 L5
B, = | 21 |, TN, = | T2
Te 3
Costruzione nuova forma canonica:
si effettua un’operazione di pivot sulla matrice
( 1 ‘ €y T9 T3 | BO_ lb )
oVVero
11 0 2 3 | 3
2 | 1 -1 =5 | 2
1170 2 -1 |1
Effettuando il pivot sull’elemento (7)r = (71)2 = 2 si ottiene

0 | -1/2 5/2 11/2 | 2

1| 1/2 -1/2 —5/2 | 1

0] -1/2 5/2 3/2 | 0
OvVVvVero

(e2 | By'Ni | Bi'd).

Quindi la nuova forma canonica &

T4 I5
min (1 1 1)z |+(1 2 1)[ 2z
L6 T3
24 “1/2 5/2 11/2\ [z
r1 | + 1/2  —-1/2 —=5/2 2o | =11
- ~1/2 5/2  3/2 ) \us

x>0
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Iterazione 1

Calcolo dei costi ridotti
-1/2  5/2  11/2

fyf =(121)-(111) /2 —=1/2 =5/2 | =12 1)—(-1/29/2 9/2)=(3/2 —5/2 —7/2)
—-1/2  5/2 3/2

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché esistono componenti di v negative la verifica ¢ fallita.

Verifica del criterio di illimitatezza:
Poiché non risulta mo < 0, 0o w3 < 0 la verifica ¢ fallita.

Costruzione nuova base ammissibile:

Variabile entrante: si sceglie I'indice h corrispondente al costo ridotto negativo minore
ovvero h = 3 in quanto v3 = —7/2 < —5/2 = ~9; quindi entra in base la terza variabile
fuori base, ovvero 3.

Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

ming{wg:))i}:min{n%,%}:wgyzo (1.78)

si determina k = 3 e quindi la terza variabile in base esce dalla base, ovvero xg.

Nuova base:

1 1 3 0 2 0
Bo=10 2 -5 No=|1 -1 0
01 -1 0 2 1

T4 Ts

xBQZ $l 9 xNQ('T;Q

T3 T6

Costruzione nuova forma canonica:
si effettua un’operazione di pivot sulla matrice

(71'3 ‘ T T2 €3 | Bl_lb)

ovvero
11/2 -1/2 5/2 0 | 2

|
—5/2 | 1/2 -1/2 0 | 1
3/2 | —-1/2 5/2 1 | 0
Effettuando il pivot sull’elemento (73)r = (73)3 = 3/2 si ottiene
0 | 4/3 —20/3 —11/3 | 2
o | -1/3 11/3 5/3 | 1
1| -1/3 5/3 2/3 | 0

ovvero
(es | By'Na | By'b).
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Quindi la nuova forma canonica &

T4 T5
min (1 1 1)z |+(1 2 1) [
3 Z6
4 4/3  —20/3 —11/3\ [ 2
x|+ -1/3 11/3 5/3 zo | =11
T3 -1/3 5/3 2/3 T
x>0
Iterazione 2
Calcolo dei costi ridotti:
4/3  —-20/3 -11/3
w=(121)-111)|-1/3 11/3 5/3 |=(121)—(2/3 —4/3 —4/3) = (1/3 10/3 7/2)

~-1/3  5/3  2/3

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché risulta o > 0 il criterio di ottimalita ¢ soddisfatto e quindi la soluzione

7* = (1,0,0,2,0,0)T

e soluzione ottima del problema ed ¢ 'unica soluzione ottima poiche il vettore dei costi
ridotti ha tutte le componenti positive. O

Osservazione Nella prima iterazione del precedente Esempio 1.8.19, dal criterio del
rapporto minimo (1.78) si é ottenuto il valore zero (p = 0). In questo caso rp, =
(2,1,0)" ¢ una soluzione base ammissible degenere e che la successiva soluzione base
ammissibile rimane invariata pur essendo stato effettuato un cambio di base; ed infatti
si ha xp, = (2,1,0)T. In questa situazione si parla di iterazione degenere.

Esempio 1.8.20 Risolvere applicando la fase II del metodo del simplesso e utilizzando
la costruzione esplicita della matrice di pivot T, il sequente problema di Programma-

zione Lineare:
min 3x1 + 2z + T3 + 24

T, —x3+2x4 =05
To+2x3 —x4 =23
x > 0.

Si puo applicare la fase II del metodo del simplesso in quanto il problema ¢ in forma
canonica. Infatti si puo scrivere:

mon (3 ) ro (3 )
()3 2)(2)-(5)

x > 0.
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La base iniziale & By = I; x5, = (21 z2)’ e xn, = (v3 24)T.
Iterazione 0.

Calcolo dei costi ridotti.

Si calcolano i coefficienti di costo ridotto

0

Yo = < _3 ) .
Verifica del criterio di ottimalita.
Risulta v° # 0 e quindi il criterio ¢ fallito.
Verifica criterioi illimitatezza.
2
-1
Costruzione nuova base ammissibile.
Variabile entrante: ¢’e un unico costo ridotto negativo —3, e quindi si sceglie h = 2 che
corrisponde alla variabile x4 che entra in base.
Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

min {(Bo)lb)i } _ 3

i=1,2 ; 2
12
7;9>0

La colonna my = < £ 0; il criterio & fallito.

che corrisponde alla variabile z1 e kK = 1.
I nuovi vettori delle variabili di base e fuori base sono:

X4 s 1 1
wm=() w=(5) e=(5) e~=(3)

a cui corrispondono le nuove matrici:

= W
— [
Il I
7/ N 7N
| |
[\’)._l )_‘l\'J
O = — O
~

Si calcola la matrice

e
Il
7N
[Er—
~
(NI )
)
N—

Si ottiene quindi

(2 9) (5

V)= (2 )
- (420 (¢

)-(%)
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Iterazione 1
Calcolo costi ridotti.
Si calcolano i coefficienti di costo ridotto

_(—3/2
Verifica criterio di ottimalita.
Risulta 1 2 0 e quindi la verifica fallisce.
Verifica criterio di illimitatezza.

Risulta m = ( _31/22 > £ 0 e quindi la verifica fallisce.
Costruzione nuova base ammissibile.

Variabile entrante: c¢’¢ un unico costo ridotto negativo —3/2, e quindi h = 1 che
corrisponde alla variabile x5 che entra in base.
Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

{((Bl)lb»} _(B)) 11

min
i=1,2

Uy ™
75120 11 21

che quindi corrisponde a scegliere k£ = 2 e quindi la variabile z2 esce dalla base.
Quindi

T4 ) 1 2
TB, = s TN, = - B, = 1 CN, = 3

e le corrispondenti matrici di base e fuori base:

2 -1
ne(47)

0
(!

S =
~~_

Si calcola la matrice

1 1
0 3
Si ottiene /
1 [ 1/3 2/3
(BQ) N2 — < 2/3 1/3 ’
e

/
/
= () (5)- ()
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Iterazione 2
Calcolo costi ridotti.
Si ha

(1
Yo = 9
Verifica criterio di ottimalita.
Poiche i costi ridotti sono tutti positivi, la soluzione trovata e ottima.

Si ha quindi
i =x5=0, x5=11/3 xz;=13/3

con valore della funzione obiettivo z(x*) = 8. La base ottima & B* = B? e la soluzione
trovata e unica poiché i costi ridotti sono strettamente positivi. O
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1.8.6 Convergenza del metodo del simplesso

Per concludere ’analisi del metodo del simplesso, vogliamo ora mostrare che, sotto
opportune ipotesi, il numero di iterazioni e finito, ovvero che, in un numero finito di
iterazioni, I’algoritmo descritto nei paragrafi precedenti converge alla soluzione ottima
del problema iniziale o conclude che il problema & illimitato inferiormente. A tale
scopo notiamo che, nelle ipotesi che abbiamo finora adottato (il problema lineare &
ammissibile e il rango della matrice A ¢ m) sappiamo che il numero di basi ammissibili
per il problema ¢ finito e maggiore o uguale a 1 (perche il poliedro del problema in forma
standard ammette almeno un vertice, essendo non vuoto e non contenendo rette). Il
principale risultato sulla convergenza II del metodo del simplesso ¢ il seguente.

Teorema 1.8.21 Se nell’applicazione del metodo del simplesso non viene mai generata
due volte la stessa base (cioe se nessuna base si ripete nella sequenza delle basi prodotte
dal metodo), allora esiste un indice t > 1 tale che la base By nella sequenza prodotta
dal metodo soddisfa il criterio di ottimalita o quello di illimitatezza.

Prova. Come abbiamo piu volte osservato, ad ogni iterazione, se i criteri di arresto e
di illimitatezza non sono verificati, il metodo € in grado di generare una nuova base
ammissibile differente da quella corrente. D’altra parte, siccome le basi sono in numero
finito, e abbiamo fatto I'ipotesi che non ci siano ripetizioni, dopo un numero finito di
passi (pari al pit al numero di basi ammissibili distinte del problema) non potranno
piu essere generate basi diverse da tutte le precedenti. Dunque, necessariamente, o il
criterio di ottimalia o quello di illimitatezza devono essere soddisfatti. O

E appena il caso di osservare che, nelle ipotesi di questo teorema, il metodo del simplesso
termina una volta raggiunta la base By con il soddisfacimento del criterio di ottimalita
o del criterio di illimitatezza. Un caso semplice (poco frequente nelle applicazioni
reali) in cui si puo garantire che non ci sono ripetizioni di basi & quello in cui tutte
le soluzioni di base siano non degeneri. In questo caso infatti, il Corollario 1.8.14
ci assicura che ad ogni cambio di base corrisponde una diminuzione del valore della
funzione obiettivo. E allora chiaro che non ci possono essere ripetizioni di base, perché
questo implicherebbe che in qualche iterazione viene generata una nuova base il cui
valore & maggiore del valore della base precedente. Questa osservazione ci permette di
enunciare, senza bisogno di ulteriori dimostrazioni, il seguente corollario.

Corollario 1.8.22 Se ogni soluzione di base ammissibile del problema (1.38) é non
degenere allora, in un numero finito di passi, il metodo del simplesso converge alla
soluzione ottima o conclude che il problema é illimitato inferiormente.

Se il problema lineare ammette SBA degeneri, & possibile che il metodo del simplesso
generi una sequenza di basi ammissibili {Bj, ..., By} (¢ > 1) con By = B,;. Ovviamente
affinché cio sia possibile e evidente che (visto che il valore della funzione obiettivo ad ogni
cambio di fase non cresce) deve risultare che il valore della funzione obiettivo in ogni base
{Bi1,...,Bg} € costante. A sua volta, ci0 & possibile solamente se ad ogni iterazione p =
0. Questo vuol quindi dire che, nella situazione appena descritta, le basi {Bi,..., By}
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corrispondono tutte allo stesso vertice (degenere). In tale situazione, se usiamo un
qualsiasi criterio deterministico per la scelta della variabile entrante e della variabile
uscente, l'algoritmo generera la stessa sequenza di basi ammissibili indefinitamente.
Tale situazione viene detta di ciclaggio, ed & illustrata dal seguente esempio, dovuto a
Beale.

Esempio 1.8.23 Si consideri il problema

min %x4 +20xs5, —%xg +6x7
T +ix4 —8xs —xg +9x7 =0
T2 +3x4 —1225 —3w6 +3z7 =0 (1.79)
3 +x6 =1
z >0
Indicando con a;, ¢ = 1,...,7, le colonne della matrice dei vincoli di uguaglianza del

problema (1.79), la base ottima di questo problema ¢ (a1, az,ag) (si lascia al lettore la
verifica del test di ottimalitd). Supponiamo ora di applicare il metodo del simplesso
a partire dalla base ammissibile ovvia (a1, a9, as). Si tratta ovviamente di una base
degenere in quanto 1 = 0 e 9 = 0. Supponiamo ora di applicare il metodo del
simplesso scegliendo ad ogni iterazione l'indice h della variabile entrante per il quale il
coefliciente di costo ridotto & minimo e 'indice k della varibile uscente il piu piccolo tra
quelli possibili (ad ogni iterazione ci sono una o due scelte possibili per k). 11 lettore
puo verificare che con queste scelte (molto naturali, e coerenti con le scelte usate in
classe per la risoluzione degli esercizi) viene generata la seguente successione di basi

(CLl,CLQ,CLg), (CL4,CL2,CL3), (a4>a5,a3)a
(ag,as,a3), (as,ar,a3), (a1,ar,a3), (a1,az2,a3).

Si tratta di una serie di basi degeneri tutte corrispondenti allo stesso vertice. La cosa
importante da notare ¢ che 'ultima base indicata coincide con la prima. Quindi e
chiaro che (se non si cambiano i criteri di scelta di h e k) da questo punto in poi, il
metodo non fara altro che ripetere indefinitivamente la stessa successione di basi senza
mai raggiungere la base ottima.

Quindi, nel caso (piu frequente nelle applicazioni) in cui esistano SBA degeneri,
il Metodo del Simplesso, cosi come descritto prima, puod non convergere, ovvero puo
produrre una sequenza infinita di basi ammissibili senza mai verificare uno dei due
criteri di arresto.

Questa situazione indesiderata puo essere risolta sfruttando la liberta esistente nel
metodo nella scelta di h e k. E possibile definire opportune regole anti ciclaggio per
la selezione di questi indici quando ci sia pit di una variabile candidata ad entrare
o uscire. Utilizzando queste regole si puo garantire in ogni caso che il metodo del
simplesso converge in un numero finito di passi. E da notare, pero, che spesso queste
regole non vengono applicate in pratica, perche eccessivamente onerose e il metodo
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del simplesso viene applicato esattamente cosi come lo abbiamo descritto. La pratica
mostra che i casi in cui, pur non applicando nessuna regola anti ciclaggio, ’algoritmo
non converge (cicla) sono rari. Inoltre, nel momento in cui ci si rende conto di trovarsi
in una di queste rare situazioni ¢ sempre possibile applicare le regole anti ciclaggio
(anche ad algoritmo gia iniziato). La discussione della reale implementazione pratica
del metodo del simplesso € perd argomento molto complesso e non puo essere qui
trattata in dettaglio. Ci limitiamo a riportare una delle pit famose e semplici regole
anti ciclaggio, la regola di Bland.

Regola anti ciclaggio di Bland: Ogni volta che c’¢ piu di una variabile candidata
ad entrare in base si sceglie quella con indice h piu piccolo. Ogni volta che c¢’¢ piu di
una variabile candidata ad uscire dalla base si sceglie quella con indice k piu piccolo.

Vale il seguente teorema, che riportiamo senza dimostrazione.

Teorema 1.8.24 Supponiamo di applicare il metodo del simplesso con la regola di
Bland per la scelta delle variabili entranti e delle variabili uscenti (cioé per la scelta di
h e k). Allora non viene mai generata due volte la stessa base e quindi, per il Teorema
1.8.21, esiste un indice t > 1 tale che la base By nella sequenza generata dal metodo del
simplesso soddisfa il criterio di ottimalita o quello di illimitatezza e il metodo converge
quindi in un numero finito di passi.

Il lettore puo verificare che se si applica la regola di Bland nella soluzione del problema
di Beal considerato sopra, viene in effetti trovata la base ottima in un numero finito di
passi.

1.8.7 Eliminazione delle ipotesi e calcolo delle prima forma canonica

Tuttavia il precedente algoritmo puo essere definito supponendo che I’Assunzione 1.8.1
sia soddisfatta e che una Base Ammissibile e la sua relativa forma canonica siano note.
Queste difficolta possono essere superate per via algoritmica e sono state proposte in
letteratura varie tecniche. Un esempio ¢ la seguente.

Si considera, coma al solito, un problema di Programmazione Lineare in forma standard:

min ¢’z
Ax =b (1.80)
T > Ona

in cui si richiede la seguente assunzione.
Assunzione: Il vettore b dei vincoli di uguaglianza del problema (1.80) é tale che:

b> 0.
In realta la precedente non & una vera e propria assunzione, ma piuttosto la richiesta

di formulare i vincoli in maniera tale da soddisfare b > 0,,,. Infatti se una componente
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b; e strettamente negativa, basta cambiare il segno ad entrambi i termini dell’i-esimo
vincolo per soddisfare I'ipotesi richiesta.

A partire dal problema (1.80), si definisce il seguente problema in cui si introducono
m nuove variabili aq, ..., am:
m
min cfz+ M Z Q; (1.81)
i=1
Az + Lo =05
x> 0p, a0 > Oy

con M € R, M >0econa=(ag,...,an)".

Questo nuovo problema di Programmazione Lineare soddisfa tutte le ipotesi richieste
per poter applicare il precedente metodo del simplesso, infatti:

— ¢ facile verificare che il punto (z, ) = (0, b), avendo ipotizzato b > 0,,, soddisfa tutti
i vincoli del problema ausiliario, quindi I'insieme ammissibile del problema (1.81)
€ non vuoto;

— la matrice dei vincoli (A I,,), contenendo la matrice identita m x m, soddisfa alla
richiesta che rango(A I,,) = m;

— la matrice B = I,,, & una base ammissibile per il problema (1.81) (poiche B~1b =
b>0,)esihache BTIN=N=A4ed B~'b=0.
I seguente teorema descrive il legami tra il problema (1.81) ¢ quello iniziale (1.80).

Teorema 1.8.25 FEsiste un valore M tale che, per ogni M > M si ha che:

- se il Problema (1.81) ha una soluzione ottima (x*,a*) allora:

- se a* =0 allora x* é una soluzione ottima del Problema (1.80);

- se a* # 0 allora il Problema (1.80) ¢ non ammissibile;

- se il Problema (1.81) é illimitato inferiormente allora il Problema (1.80) é illi-
mitato inferiormente oppure non ammissibile.

Esempio 1.8.26 Risolvere applicando il metodo del simplesso il sequente problema di
Programmazione Lineare

min  x; — 229 (1.82)
2x1 +3x3 =1
31+ 210 —x3 =25 (183)

2; >0, i=1,...,3.
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Introduciamo le variabili a1 e aq, il parametro M > 0 e consideriamo il problema

min 1 — 222 + Moy + Moo
2¢1 +3x3+a; =1
3rx1+ 220 — 23+ a9 =5
x; >0, +1=1,...,3
a; >0, 1=1,2.

La matrice By = I ¢ una base ammissibile e il problema ¢ in forma canonica rispetto
alle variabili o, g, ovvero:

(1 0\ _ .. (20 3\ ..
Bo_<0 1>_BO No_(3 ) _1>_B0 No

o o
) e
3
a 1
mn (M M)(“')+@1 =2 0) | x
a9 T
3
z1
o 2 0 3 (1
(@) G2 ) (=)= 6)
3
x>0

Iterazione 0
Calcolo dei costi ridotti:

VT =(1 -2 0)—(M M) <§ X _31> — (1 -2 0)—(5M 2M 2M) = (1-5M —2-2M —2M)

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché esistono componenti di v negative la verifica & fallita. In particolare, v; < 0 per
M > é, v2 < 0 per M > —1e~3 <0 per M > 0, quindi non riusciamo a definire M
tale che per ogni M > M ~ > 0.

Verifica del criterio di illimitatezza:
Poiché non risulta m < 0, m9 <0, o w3 < 0 la verifica ¢ fallita.

Costruzione nuova base ammissibile:
Variabile entrante: secondo la regola anti ciclaggio di Bland scegliamo h = 1, corri-
spondente al costo ridotto negativo y; = 1 —5M; quindi entra in base la prima variabile
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fuori base, ovvero 7.
Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

—17. -1
min M = min 1’§ — M — 1
i=1,...,2 i1 2°3 11 2

si determina k = 1 e quindi la prima variabile in base esce dalla base, ovvero ;.

aq
_ (™ _
B, = ) TN, = | X2

a2
x3

Nuova base:

Costruzione nuova forma canonica:
si effettua un’operazione di pivot sulla matrice

(’/Tl ‘61 T T3 ‘ Bo_lb)

2 |10 3 | 1
3 102 -1 | 5
Effettuando il pivot sull’elemento (7)r = (71)1 = 2 si ottiene

(1\ 1/2 0 3/2 \1/2)

ovvero

0 | =3/2 2 —11/2 | 7/2

ovvero

(ex | By'Ni | Bi'p).

Quindi la nuova forma canonica &

min (1 M)<Z;>+(M —2 0) %
() (45 5 20 (=)= (3)

x>0

Iterazione 1

Calcolo dei costi ridotti:

T _ B /2 0 3/2 _ B o B
FI=(M -2 0)—(1 M)(_3/2 2 _11/2 = (5/2M—1/2 —2—2M 11/2 M —3/2)

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché 9 < 0 per M > 1 la verifica e fallita.
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Verifica del criterio di illimitatezza:
Poiché non risulta my < 0 la verifica e fallita.

Costruzione nuova base ammissibile:

Variabile entrante: h = 2, corrispondente al costo ridotto 70 = —2 — 2M; quindi entra
in base la seconda variabile fuori base, ovvero xs.

Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

‘min {(Bllb)l} =min{7/2} = @ =7/2
2 T2 21

si determina k = 2 e quindi la seconda variabile in base esce dalla base, ovvero as.

o
_(*1 _
TRy, = , TN, = | Q2
x2

3

Nuova base:

Costruzione nuova forma canonica:
si effettua un’operazione di pivot sulla matrice

(71'2 |7I‘1 €y T3 | B;lb)

Oovvero

0 | 1/2 0 3/2 | 1/2

2 | —-3/2 2 -11/2 | 7/2
Effettuando il pivot sull’elemento (7,)r = (m2)2 = 2 si ottiene

0| 1/2 0 3/2 | 1/2

1 | =3/4 1 —11/4 | 7/4

ovvero
(e2 | By'Ny | By'd).

Quindi la nuova forma canonica e

min (1 —2)<2>+(MM0) %
(5) = (08 2 (e ) = (22)

x>0

Iterazione 2

85



Calcolo dei costi ridotti:

v3 = (M M 0)—(1 —2) (_1?{/24 (1] _31/12/4> =(M M 0)—(-1 =2 7) = (M+1 M+2 —7)

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché 3 < 0 la verifica ¢ fallita.

Verifica del criterio di illimitatezza:
Poiché non risulta w3 < 0 la verifica e fallita.

Costruzione nuova base ammissibile:

Variabile entrante: h = 3, corrispondente al costo ridotto v3 = —7; quindi entra in base
la terza variabile fuori base, ovvero x3.

Variabile uscente: attraverso il criterio del rapporto minimo

o () o 3} 52

33 2 3 13
si determina k = 1 e quindi la prima variabile in base esce dalla base, ovvero 7.

Nuova base:

a
T3
By = ) ITN; = a2
Z2
T
Costruzione nuova forma canonica:
si effettua un’operazione di pivot sulla matrice
-1
(m3 |m m e | By'b)

Oovvero

(3/2 | 1/2 0 1 | 1/2)
~11/4 | -3/4 1 0 | 7/4

Effettuando il pivot sull’elemento (73)x = (71)3 = 3/2 si ottiene
1] 1/3 0 2/3 | 1/3
0 | 1/6 1 11/6 | 8/3

ovvero
(v | B3'Ns | Bi'd).

Quindi la nuova forma canonica e

min (0 —2)<i;’)+(M M 1) %
()= (S ) () = (45)

x>0
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Iterazione 3

Calcolo dei costi ridotti

1/3 0 2/3

d=or v -0 -2 (ye 0

) = (M M 1)—(-1/3 =2 —11/3) = (M+1/3 M+2 14/3)

Verifica del criterio di ottimalita:
Poiché v > 0 per ogni valore del parametro M > —1/3 il criterio di ottimalita &
soddisfatto e quindi la soluzione

(z*,0")=(0 8/3 1/3 0 0)
¢ soluzione ottima. Poiché a* = (0 0)7, per il Teorema 1.8.25 si ha che
=0 8/3 1/3)"

¢ soluzione ottima del problema (1.82).
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Capitolo 2

Classificazione dei problemi di
ottimizzazione e Condizioni di
Esistenza

Nel primo capitolo di queste dispense, ci siamo concentrati sulla particolare classe di
problemi di programmazione lineare. In questo capitolo e nei prossimi, consideriamo
problemi di programmazione matematica pit generali, in cui le funzioni che definiscono
obiettivo e vincoli possono essere nonlineari. Vedremo alcune definizioni di base e in
questo capitolo ricaviamo alcune condizioni sufficienti per 'esistenza delle soluzioni
ottime. In particolare, dimostriamo alcuni risultati che si basano sullo studio degli
insiemi di livello di una funzione.

2.1 Introduzione

All'interno dei problemi di Ottimizzazione, in base alla struttura dell’insieme ammis-
sibile F, si possono distinguere le seguenti importanti classi di problemi:

- Problemi di Ottimizzazione Continua in cui le variabili possono assumere tutti i
valori reali (z € IR") e, quindi, si ha che F C R";

- Problemi di Ottimizzazione Discreta in cul le variabili sono vincolate ad assumere
valori interi, ovvero (x € Z™). Pertanto, si ha che F C Z™;

- Problemi misti in cui alcune variabili possono assumere valori reali e altre variabili
sono vincolate ad assumere valori interi.
2.1.1 Problemi di Ottimizzazione Continua

Nel seguito, per indicare un Problema di Ottimizzazione Continua utilizzeremo la
notazione utilizzata precedentemente, ovvero

min f(z) (2.1)
x € F,
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supponendo che z € IR" e che F C IR".

Con l'obiettivo di caratterizzare i possibili punti di soluzione del precedente problema
di minimizzazione introduciamo le seguenti definizioni.

Definizione 2.1.1 Un punto x* € F si dice punto di minimo globale di f su F se
f(@*) < f(x), perogni x € F.

Definizione 2.1.2 Un punto x* € F si dice punto di minimo globale stretto di f su

F se
f(z*) < f(z), perogni z€F, x#z".

Definizione 2.1.3 Un punto x* € F si dice punto di minimo locale di f su F se esiste
un intorno B(x*;p), con p > 0 tale che

f(@®) < f(x), perogni x € FNB(x*;p).

Definizione 2.1.4 Un punto x* € F si dice punto di minimo locale stretto di f su F
se esiste un intorno B(x*;p), con p > 0 tale che

f(x*) < f(z), perogni xe€ FNB(x*p), =#az*.

La natura del Problema (2.1) e, quindi, la sua difficolta di risoluzione dipendono dal-
le caratteristiche della funzione obiettivo e dalla struttura dell’insieme ammissibile.
Usualmente un problema di ottimizzazione viene caratterizzato dal fatto che si abbia
completa liberta o meno nella scelta del vettore x, infatti:

- Il Problema (2.1) & detto problema di minimizzazione non vincolata se F = IR",
cioe se I'insieme ammissibile F coincide con tutto lo spazio IR", cioe:

min f(x) (2.2)
x € IR"

- Il Problema (2.1) viene detto problema di minimizzazione vincolata se F C IR".

Tuttavia, puod essere considerato come un problema di minimizzazione non vincolato
anche un qualsiasi problema in cui 'insieme ammissibile F ¢ un insieme aperto. In-
fatti, come nel caso in cui F = IR", i punti di minimo del problema possono essere
caratterizzati esclusivamente dall’andamento della funzione obiettivo in un intorno del
punto e non dal fatto che ci siano dei vincoli sulle variabili del problema. Percio, per i
problemi in cui I'insieme ammissibile & un insieme aperto, si adattano facilmente tutti
i risultati e metodi proposti per il caso in cui F = IR".

Tra i problemi vincolati in cui F ¢ un insieme chiuso, la classe pili comunemente
considerata e quella in cui F & descritto attraverso un insieme finito di vincoli di
uguaglianza e disuguaglianza:

F={zecR":g(x) <0, h(x)=0},
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incui g : R" — R™ e h : IR* — IRP sono vettori di funzioni continue assegnate. Il
problema di ottimizzazione si puo indicare, in tal caso, ponendo:

(2.3)

che equivale a scrivere

Nella precedente descrizione dell’insieme F si sono utilizzati vincoli di disuguaglianza
nella forma di minore o uguale a zero, ma ¢ chiaro che questa notazione include il caso
in cui i vincoli sono espressi con vincoli di disuguaglianza nella forma di maggiore o
uguale a zero: si puo sempre trasformare un vincolo di maggiore o uguale del tipo

gi(z) 2 0
in un vincolo di minore o uguale semplicemente riscrivendolo nella forma
—gi(z) <0.

Inoltre un vincolo di uguaglianza
hj(z) =0

puo essere riscritto nella forma equivalente delle due diseguaglianze

h](a;) <

0
—hj (.%') S 0.

Riguardo i vincoli di disuguaglianza di un problema di ottimizzazione ¢ importante
introdurre le seguenti definizioni.

Definizione 2.1.5 Si consideri un vincolo di disuguaglianza del tipo g;(x) < 0;
- il vincolo si dice violato in un punto T se g;(z) > 0;

- il wincolo si dice attivo in un punto T se g;(z) = 0.
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In un problema di ottimizzazione un vincolo si dice ridondante se con la sua elimina-
zione linsieme ammissibile rimane immutato.

Nel seguito si considerera una particolare classe di problemi, detti problemi di ottimiz-
zazione continuamente differenziabili, che presentano le seguenti caratteristiche:

- la funzione obiettivo f : IR" — IR & almeno continuamente differenziabile;
- nel caso di problemi vincolati, le funzioni g;, ¢ = 1,...,m, e hj, 5 =1,...,p, che
descrivono l'insieme ammissibile, sono almeno continuamente differenziabili
2.1.2 Problemi di Ottimizzazione Discreta

In questa classe di problemi le variabili sono vincolate ad assumere valori interi. Al-
I'interno di questa classe di problemi si possono distinguere due sottoclassi:

- problemi di programmazione a numeri interi se x € Z";
- problemi di ottimizzazione booleana se x € {0,1}".

I Problemi di Ottimizzazione Discreta possono essere rappresentati attraverso la se-
guente notazione

min f(z) (2.4)
xeFNZ,

in cui F C IR™

Per quanto riguarda la definizione dei minimi globali si puo ripetere quella data nel
caso dei problemi continui.

Definizione 2.1.6 Un punto x* € F NZ" si dice punto di minimo globale (minimo
globale stretto) di f su F NZ" se

f@®) < f(z) (f(z") < f(x)), perogni xe FNZL"

Piu delicata ¢ invece la definizione dei minimi locali, infatti il concetto di intorno di un
punto non puod basarsi sull’esistenza di una sfera B(x*;p) di raggio p arbitrario come
fatto nel caso dei problemi di Ottimizzazione Continua. Nei problemi di Ottimizzazione
Discreta, si possono introdurre diverse definizioni di intorno discreto B,(Z) di un punto
T € FNZ"™, alcuni esempi possono essere:

B,(z) ={z€Z": ||x — Z|2 = 1},
B,(z)={x€Z": ||z — Z||o = 1}.

Utilizzando la prima scelta si considerano punti dell’intorno tutti i vettori a variabili
discrete in cui una componente differisce dalla corrispondente del punto Z di uno. Con
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la seconda scelta si considerano punti dell’intorno tutti i vettori a variabili discrete in
cui una o piu componenti differiscono dalle corrispondenti del punto  di uno.
Per esempio se Z = (0,0)7 allora:

wese e =((3).() () ()

(7)) ={r e Z’: |z — 7lls = 1}

“10)- () () () -(24)-(5)- () ()

La scelta della definizione pin appropriata dell’intorno B, (z) puo dipendere dal parti-
colare problema di Ottimizzazione Discreta considerato.

=(Z)

B
B

Definito un particolare intorno B, si possono definire i minimi locali di un problema di
Ottimizzazione Discreta.

Definizione 2.1.7 Un punto x* € F NZ" si dice punto di minimo locale (minimo
locale stretto) di f su F NZ"™ se esiste un intorno B,(x*) tale che

f@) < f(z) (f(z") < f(x)), perogni z€FNB.(x")

Dopo aver evidenziato le diversita riguardanti la definizione dei minimi locali, tutte
le altre considerazioni fatte nella sezione precedente per i Problemi di Ottimizzazio-
ne Continua possono essere ripetute con ovvi adattamenti al caso dei Problemi di
Ottimizzazione Discreta.

2.1.3 Problemi di Ottimizzazione Mista

In questa classe di problemi il vettore delle variabili presenta alcune componenti che
possono variare in maniera continua ed altre solamente in maniera discreta. Senza
perdita di generalita questa situazione puo essere rappresentata definendo il vettore
delle variabili nella seguente maniera:

T
l‘:( C), con z.€R"™, x,€Z", nc.+mn,=n.
Lz

Di conseguenza un problema di Ottimizzaione mista puo essere definitito come segue

min f(z.,x,) (2.5)
T € Fe,y
T, € F, NZL",

dove F. CIR" e F, C IR™.

Le caratterizzazioni dei punti di minimo globale e locale di questa classe di proble-
mi seguono direttamente unendo le definizioni date per i Problemi di Ottimizzazione
Continua e per i Problemi di Ottimizzazione Discreta.
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I problemi di Ottimizzazione Mista presentano contemporaneamente sia le difficolta di
quelli continui che di quelli discreti. Sono quindi problemi di ottimizzazione estrema-
mente difficile da affrontare sia dal punto di vista teorico che da quello algoritmico e,
per questo motivo, la loro trattazione e tuttora un argomento esclusivo dell’attivita di
ricerca nel campo della Programmazione Matematica.

2.2 Condizioni di esistenza

Come detto nella precedente sezione, nell’affrontare il Problema (1.1) la prima diffi-
colta e quella di capire se € ben posto, ovvero stabilire se esiste un punto in F in cui
la funzione f(x) assuma valore piu piccolo. Si potrebbe infatti presentare una delle
seguenti situazioni:

- I'insieme ammissibile F potrebbe essere vuoto;

- l'insieme ammissibile F potrebbe essere non vuoto ma la funzione obiettivo
potrebbe essere illimitata inferiormente su F ossia inf,cr f(z) = —o0;

- l'insieme ammissibile F potrebbe essere non vuoto e la funzione obiettivo potreb-
be essere limitata inferiormente su F ma, anche in questo caso, potrebbero non
esistere punti di minimo globale di f su F;

Fortunatamente si possono stabilire delle semplici condizioni sufficienti (ma non ne-
cessarie) per l'esistenza di un punto di minimo globale di un problema di ottimizza-
zione. L’analisi di queste condizioni si differenzia a seconda del tipo di problema di
ottimizzazione considerato (continuo o discreto).

2.2.1 Condizioni di esistenza per Problemi di Ottimizzazione Discreta

Nel caso di Problemi di Ottimizzazione Discreta 'esistenza di un minimo globale si
puo garantire richiedendo l'intuitivo fatto che l’'insieme ammissibile sia contenuto in
un insieme limitato. In particolare per problemi con la struttura del tipo (2.4), si puo
stabilire il seguente risultato.

Proposizione 2.2.1 Sia F C R" un insieme limitato e sia F NZ"™ non vuoto. Allora
esiste un punto di minimo globale di f in F NZ"™.

Prova. Dalla ipotesi che 'insieme F ¢ limitato si ha che esiste una costante n € IR,
n > 0 tale che:
|zl <7 perogni =z € F,

dove, come usuale, || - || indica la norma euclidea || - ||2.
Dai legami tra le varie norme in IR" ( si veda la (A.1) nella Appendice A) si ottiene:

|z]|co < ||z|]| <n per ogni z € F.
Ricordando la definizione di || - || si ottiene che per ogni x € F si ha che:

|z;] <nm per ogniindice i=1,...,n.
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Se 1, € Z indica il piu grande intero tale che n, < 7, il fatto che F NZ™ C F implica
che, per ogni x € FNZ", si ha:

|x;| <m, perogniindice i=1,...,n.

Dalla precedente relazione si puo dedurre che ogni x € F N Z" ha componenti che
possono assumere al piu i seguenti 27, + 1 valori

i €{-ny—m—1),...,—1,0,1,...,m, — 1,n,}.

Quindi I'intero insieme ammissibile & costituito da un numero finito di punti, al piu ci
possono essere (21, + 1)™ vettori di interi distinti. Tra questi vettori di interi quelli in
cui i valori della funzione obiettivo sono piu bassi costituiscono I’insieme delle soluzioni
ottime del problema. O

2.2.2 Condizioni di esistenza per Problemi di Ottimizzazione Conti-
nua

Un risultato fondamentale riguardo all’esistenza di una soluzione di un problema di
Ottimizzazione Continua ¢ quello espresso dalla proposizione seguente, che segue dal
ben noto Teorema di Weierstrass.

Proposizione 2.2.2 Sia F C IR" un insieme non wvuoto e compatto. Sia [ una
funzione continua definita su F. Allora esiste un punto di minimo globale di f in

F.
Prova. Sia

¢ = inf f(x).

zeF

Dalla definizione di estremo inferiore si ha che:
(< f(z), per ogni x e F. (2.6)
In particolare, se {n;} ¢ una sequenza di scalari tale che:
{ < mg, per ogni k € Ny,
lim n =4,
k—o00
allora si ha che, comunque scelto un indice k € Ny, esiste un punto z; € F tale che:
F(x) < . (2.7)

Dalla (2.6) e dalla (2.7) segue che esiste una sequenza di punti {xy}, con x; € F, per
cui:

lim f(x) = 4.
k—ro0

Per assunzione l'insieme F & compatto, quindi € chiuso e limitato. Poiche x, € F
per ogni k, la sequenza {xp} & anche lei limitata e, quindi, esiste un suo punto di
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accumulazione x* € IR™ che, per la chiusura di F, soddisfa anche z* € F. Percio esiste
una sottosequenza {xy}x che soddisfa:

li =z 2.
kEK,HI?ﬁoo TE=T5 (2:8)
st oo (B =6 29

Dalla continuita della funzione f e dalla (2.8), segue che:

lim — f(z) = f(27),

keK, k—oo

da cui, ricondando la (2.9), si ottiene:

fa*) = ¢.
La precedente uguaglianza e la (2.6) implicano che

f(z®) < f(a), per ogni xeF, (2.10)
da cui segue che il punto «* € F ¢ un minimo globale di f su F. O

Esempi. Alcuni esempi di problemi che hanno insiemi ammissibili compatti sono i
seguenti:

min f(z)

[ <x<u,

min f(z)
2] <,

dove ,bu ¢ R"en €
R,.

Il risultato stabilito nella precedente proposizione si applica solamente alla classe dei
problemi vincolati in cui I'insieme ammissibile € compatto. Per poter stabilire risultati
di esistenza per problemi con insiemi ammissibili non compatti (in particolare nel caso
in cui F = IR") ¢ necessario cercare di caratterizzare un qualche sottoinsieme di F
contenente le soluzioni ottime del problema.

A questo fine si introduce la definizione seguente.

Definizione 2.2.3 (Insieme di livello) Sia F C IR" e sia f : F — IR; si definisce
insieme di livello di f su F ogni insieme non vuoto del tipo:

L(a) ={zeF: f(z)<a},

n cui o € IR.
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In particolare, se o9 € F, indichiamo con Ly I'insieme di livello £ (f(zo)), ossia:
Lo:={xeF: flx)< f(xo)}. (2.11)

A questo punto, si pud enunciare il risultato seguente che stabilisce una condizione
sufficiente per l'esistenza di soluzioni globali di un problema di ottimizzazione facendo
riferimento alla struttura degli insiemi di livello della funzione.

Proposizione 2.2.4 Sia F C IR" e sia f una funzione continua definita su F. Suppo-
niamo che esista un insieme di livello di f su F che sia non vuoto e compatto. Allora
esiste un punto di minimo globale di f in F.

Prova. Sia L(«), con a € IR, l'insieme di livello non vuoto e compatto. Dalla Proposi-
zione 2.2.2 esiste un punto di minimo globale z* € L(a) di f su L£(«). Questo implica
che per ogni x € L(a) C F si ha

a> f(x) = f(z7). (2.12)
Dalla definizione di £(«) segue che per ogni x € F\L(«) si ha

f(z) >a> f(z"). (2.13)
Quindi la (2.12) e la (2.13) dimostrano che z* € F & un minimo globale di f sul tutto
linsieme F. O

Nel caso generale, stabilire I’esistenza di un insieme di livello compatto puo essere diffi-
cile. Tuttavia, in molti casi, si possono ottenere delle semplici condizioni per assicurare
che tutts gli insiemi di livello siano compatti. In particolare la proposizione successi-
va fornisce come condizione di coercivita) perche gli insiemi di livello di f su F siano
compatti.

Proposizione 2.2.5 . Sia F C IR" e sia f una funzione continua definita su F.
Allora tutti gli insiemi di livello L(a) = {x € F : f(z) < a} di f su F sono compatti
se e solo se le due sequenti condizioni sono soddisfatte:

(i) se {zr} € una sequenza di punti x), € F tale che limy_,o0 ||| = 00 allora segue
che

lim f(zg) = oo
k—o0

(i1) se {zk} € una sequenza di punti xj € F tale che limy_, xx = & ¢ F, allora seque
che
lim f(xp) = 0.
k—o0
Prova. Necessita. Supponiamo che tutti gli insiemi di livello siano compatti. Ragio-
nando per assurdo, ammettiamo che una della due condizioni (i) e (ii) non sia soddi-
sfatta. Se la condizione (i) non ¢ soddisfatta deve esistere una successione {zy} di punti
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z € F che soddisfa limg_,o ||| = 00 e che contiene una sottosequenza (ridefinita
{z1}) per cui esiste uno scalare a < oo tale che:

flzy) < a. (2.14)

Dalla (2.14) segue che zj € L(a) per ogni k. Ma L(«) & compatto, quindi limitato, e
cio contraddice 'ipotesi che limg_, ||z || = 0.

Se, invece, la condizione (ii) non ¢ soddisfatta deve esistere una sequenza di punti
z € F che soddisfa limy_,o, 5 = & ¢ F e che contiene una sottosequenza (ridefinita
{z1}) per cui esiste uno scalare a < oo tale che la (2.14) ¢ soddisfatta. Di nuovo, questo
implica che z; € L(«) per ogni k, ma questo, poiche £(a) & un sottoinsieme compatto
di F, contraddice 'assunzione che limyg_,oc xx = & ¢ F.

Sufficienza. Supponiamo ora che le condizioni (i) e (ii) siano soddisfatte. Ragionando
di nuovo per contraddizione, supponiamo che esista un insieme di livello £(«) in F
che non sia compatto. Se L£(«) non fosse limitato allora esisterebbe una sequenza di
punti zx € L(a) con limy_, ||zk]| = 00 e f(xr) < @, ma questo contraddirebbe la
condizione (i). Se invece L(«) fosse limitato ma non chiuso, poicheé f & una funzione
continua, questo implicherebbe l'esistenza di una sequenza di punti xp € L(a) con
limg ooz =2 ¢ F e f(z) < «, che contraddirebbe la condizione (ii). O

Esempio. I precedenti risultati permettono di assicurare che il seguente problema
(dove x € R) ha un minimo globale:

min  + —
T

x> 0.

Infatti per ogni sequenza {x} tale che z € F e limg_,oo 2 = 0 ¢ F, si ha che
lim f(zp) = lim zp + — = co.
k—o0 f( k) k—o0 k Tk

Mentre per ogni sequenza di punti z, € F tale che limy_,o, x = 00, si ha che
lim f(xp) = lim zj + > =00
k—o0 N k—o0 F Tk N '

Percio tutti gli insiemi di livello del precedente problema sono compatti e, quindi, esiste
un minimo globale. O

Le proposizioni 2.2.4 and 2.2.5 forniscono delle condizioni sufficienti per I’esistenza delle
soluzioni di un problema di minimizzazione in cui l'insieme ammissibile F & un insieme
generico. In particolare si possono considerare due casi particolari che corrispondono
alle situazioni di maggiore interesse.

Il primo dei due casi & quello in cui F € un insieme chiuso.
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Proposizione 2.2.6 Sia F C IR" un insieme chiuso e sia f una funzione continua su
F e si assuma che f sia coerciva su F, ossia che

Jim f(ay) = oo,
per ogni successione {xy}, con x € F, tale che limg_, ||zg|| = 00. Allora si ha:
(1) tutti gli insiemi di livello L(a)) = {z € F : f(z) < a} sono compatti;
(ii) esiste un minimo globale di f su F;

(iii) {’insieme dei minimi globali di f su F & un insieme compatto non vuoto.

Prova. I punti (i) and (ii) seguono dalle Proposizioni 2.2.4 and 2.2.5; il punto (iii)
segue dai punti (i) e (ii), e notando che I'insieme dei minimi globali & I'insieme di livello
L(f*), dove f* = minger f(z). O

Nel caso in cui F = IR"™ il precedente risultato si puo esprimere nella seguente maniera.

Proposizione 2.2.7 Sia f una funzione continua su IR™ e si assuma che f sia coerciva
su IR", ossia che

lim f(zy) = oo,
k—o00
per ogni successione {x}, con xi € R", tale che limg_, ||xk]| = 00. Allora si ha:
(1) tutti gli insiemi di livello L(a)) = {x € R" : f(x) < a} sono compatti;
(ii) esiste un minimo globale di f su IR";
(iii) {’insieme dei minimi globali di f su IR™ é un insieme compatto non vuoto.
La seguente proposizione indentifica un classe importante di funzioni coercive.
Proposizione 2.2.8 Sia

1
f(z) = §mTQx +clz+d

con Qe R, celR" ede€R.
Se la matrice Q é definita positiva le funzione f(x) é coerciva su IR".

Prova. Sia {z}} una successione tale che xz € IR"™ e che limy_,, ||zk|| = co. Per ogni
k, ricordando la definizione Ay (@), (A.3) e la disuguaglianza di Schwarz (A.2), si puo
scrivere:

1 1
flar) = Sop Qur + ¢l wp +d = S Amin (@)l = elllloxll + d,

da cui segue che

k—o0

e che, quindi, la funzione f € coerciva. L]
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Il secondo caso di struttura particolare dell’insieme ammissibile ¢ quello in cui F &
un insieme limitato e aperto tale che f tende all’infinito al tendere della successione
verso la frontiera di F. Per esempio, questa situazione si presenta nelle minimizzazioni
non vincolate di funzioni di barriera. Per questo caso e possibile stabilire la seguente
condizione la cui prova & simile a quella della precedente proposizione.

Proposizione 2.2.9 Sia F un sottoinsieme limitato e aperto di R" e sia f: F - R
una funzione continua. Si supponga che

Ji o) =
per ogni successione {xy}, con x € F, tale che limg_, oo x, = & € OF. Allora si ha:
(1) tutti gli insiemi di livello L(«) = {z € F : f(z) < a} sono compatti;
(i) esiste un minimo globale x* € F di f su F

(iii) linsieme dei minimi globali di f su F é un sottoinsieme compatto non vuoto di

F.
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Capitolo 3

Condizioni di Ottimalita

3.1 Introduzione

L’obiettivo di questo capitolo & quello di studiare delle caratterizzazioni matematiche
delle soluzioni dei problemi di ottimizzazione che, oltre ad avere una validita teorica,
abbiano un interesse applicativo nel senso che possano essere utilizzate nella definizione
di metodi per la soluzione numerica dei problemi di ottimizzazione.

Purtroppo la localizzazione di un minimo globale dipende dal comportamento globa-
le della funzione obiettivo e dei vincoli che descrivono il problema di ottimo. Ogni
condizione matematica che identifica un minimo globale deve necessariamente riflette-
re questa complessita. Di conseguenza queste particolari condizioni sono scarsamente
utilizzabili dal punto di vista computazionale.

Diversa e la situazione per quanto riguarda i minimi locali. Infatti quest’ultimi di-
pendono solamente da comportamento locale della funzione obiettivo e dei vincoli del
problema. Questo fatto puo essere sfruttato nel campo dei Problemi di Ottimizzazio-
ne Continua per dare delle importanti caratterizzazioni matematiche dei minimi locali
attraverso i Teoremi della Media del primo e secondo ordine (si veda Appendice B)
che permettono di approssimare la funzione obiettivo e i vincoli con funzioni semplici
(lineari e quadratiche).

Lo stesso approccio non puo essere seguito nel caso di Problemi di Ottimizzazione
Discreta in quanto il vincolo di interezza sulle componenti del vettore delle variabili
preclude la possibilita di considerare intorni qualsiasi di un dato punto e, quindi, di
sfruttare le potenzialia dei Teoremi della media.

3.2 Condizione di ottimalita per problemi di ottimizza-
zione non vincolata

In questa sezione vengono riportati alcuni risultati che caratterizzano i punti di minimo
di un problema di minimizzazione non vincolata, ovvero di un problema del tipo:

100



min f(z) (3.1)
x € IR",

dove f:IR"™ — IR ¢ una funzione continuamente differenziabile.

Per questa particolare classe di problemi di ottimizzazione si ha il seguente ben noto
risultato.

Teorema 3.2.1 Sia f € C1(IR"). Se il punto x* € IR™ ¢ un punto di minimo locale
(globale) del Problema (3.1) allora

Vf(z*) =0. (3.2)

Prova. Sisupponga che, per assurdo, che non valga la (3.2). Allora potremmo definire
la seguente direzione B
d=-Vf(z"). (3.3)

Utilizzando il Teorema B.3.2, si avrebbe
f@* +ad) = f(@*)+aV @) d+ri(ald]), a>0

con _
L ra(alld)

a—0 «

Ricondando la definizione (3.3) di d, si avrebbe:

=0.

"+ ad) = 1(a") = al V1) + nfaldl) = o) - o (JosEo)E - D).

Da cui seguirebbe D'esistenza di uno scalare é > 0 tale

fz* +ad) < f(z¥), Vae(0,0),
Quindi il punto z* non sarebbe un minimo locale per il Problema (3.1). O

La maggior parte degli algoritmi che sono stati proposti in letteratura per affronta-
re problemi di ottimizzazione non vincolata sono in grado di determinare punti che
soddisfano la condizione necessaria di ottimo (3.2). Per questo motivo ¢ importante
caratterizzarli attraverso la seguente definizione.

Definizione 3.2.2 Un punto x* € R™ ¢ detto punto stazionario del Problema (3.1) se
e tale che

Vi(z*) =0 (3.4)

Ipotizzando che la funzione obiettivo sia due volte continuamente differenziabile si puo
migliorare la caratterizzazione dei minimi locali del Problema (3.1).
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Teorema 3.2.3 Sia f € C*(IR"). Se il punto * € R™ & un punto di minimo locale
(globale) del Problema (3.1) allora

Vf(z®) =0, (3.5)
dTV? f(z*)d > 0, Vd € R™. (3.6)

Prova. Nella dimostrazione del Teorema 3.2.1 si & gia dimostrato che se non vale la
(3.5) allora il punto z* non € un minimo locale. Quindi per completare la dimostrazione
del presente teorema basta far vedere che, oltre alla (3.5), deve anche necessariamente
valere la condizione (3.6). Si supponga che, per assurdo, che valga la (3.5) e non valga
la (3.6). In questo caso si potrebbe definire la direzione d € IR® tale che

dTV2f(x*)d < 0. (3.7)

Dal Teorema B.3.4, seguirebbe:

f@* +ad) = f(o*) +aVf(z*)d+ %QQ&TV2f($*)J—|— ro(alld]]),

con _
Lo ra(alld])

a—0 042

Ricondando la (3.5) e la (3.7), si avrebbe:

=0, a > 0.

fl@® +ad) = fz%) + %a2JTV2f(w*)J+ ra(alld])

= f(@") +a (;&T V2 () d+ ’"Q(C“”d”)> .

o

Da cui seguirebbe l'esistenza di uno scalare > 0 tale

f(@* 4+ ad) < f(z*), Vae€(0,0).

Da cui seguirebbe che z* non sarebbe un punto di minimo locale per il Problema (3.1).

O

I precedenti teoremi descrivono delle condizioni necessarie affinché un punto sia un
minimo locale di un problema di ottimizzazione non vincolato. Il prossimo risultato
invece descrive delle condizioni sufficienti affinche¢ un punto sia un minimo locale del
Problema (3.1).

Teorema 3.2.4 Sia f € C%(IR"). Se il punto z* € IR" soddisfa le sequente condizioni:

Vf(z*) =0, (3.8)
dT'V? f(z*)d > 0, Vd € R", (3.9)

allora il punto =* ¢ un punto di minimo locale stretto per Problema (3.1).
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Prova. Per assurdo, si supponga che z* non sia un minimo locale. Questo impli-
cherebbe che comunque scelto un indice k esisterebbe un punto =, € B(x*;1/k) tale
che

flxy) < f(a¥).

Ricordando il Teorema B.3.4, si avrebbe:

0> f(zx) — f(z*) = Vf(a*) (ax —a™) + %(wk — )TV f (@) (g — %) + ra(ag, ),

con -
I =P =
Dalla (3.8) si avrebbe:
0> Mv2f($*) Ty —a” ro(2k, ) ) (3.10)
lzx — = e =2 o — 22

Poiche le sequenza di vettori {(zy — z*)/||zr — 2*||} € limitata esiste un sottoinsieme di
indici K C {1,2,...} tale che

lim k% _ d,
k—oo,k€K ||zg — x*||
T
_ * _ * 2 * _
(e = 8) ey DT 2@ T) | g ey g < 0, (31)
koo keK | [lag — 2% len — | [leg — 2]
La precedente (3.11) contraddirrebbe la (3.9). O

3.3 Utilizzazioni delle condizione di ottimalita - problemi
non vincolati.

Le precedenti condizioni di ottimalita, oltre ad avere un notevole interesse dal punto di
vista teorico, sono fondamentali anche dal punto di vista applicativo e metodologico.

3.3.1 Utilizzazione delle condizioni di ottimalita per calcolare diret-
tamente i minimi locali

Nel caso di problemi semplici e particolarmente strutturati, le condizioni di ottimalita
possono permettere di calcolare direttamente la soluzione del problema, ovvero il punto
di ottimo del problema. Un esempio di tale applicazione ¢ il seguente.
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Esempio. Supponiamo che un bagnante abbia bisogno di aiuto mentre sta nuotando a
100 metri dalla riva e che il centro soccorso stia a 200 metri dalla proiezione sulla riva
della posizione del bagnante.

Istintivamente un soccorritore, nel tentativo di sfuttare il piu possibile il fatto di poter
correre piu velocemente sulla sabbia piuttosto che nuotare, potrebbe decidere di fare di
corsa i 200 metri di costa per poi buttarsi e percorrere nuotando gli ultimi 100 metri.
Nell’ipotesi che possa correre sulla sabbia alla velocita di 4 m/s e che possa nuotare
alla velocita di 1.5 m/s, il soccorritore impiegherebbe:

200 100

v + 15 = 116.67 s.
In alternativa si pud determinare la distanza migliore x dalla proiezione sulla riva
della posizione del bagnante in cui smettere di correre ed incominciare a nuotare. In
particolare si puo minimizzare il tempo necessario a raggiungere il nuotatore risolvendo

il seguente problema:

200 —z Va2 + 1002
4 1.5 ’
La derivata prima della funzione obiettivo e data da:

1 1 T
Viz)=—+ ———.
/@) 4 1.5/x2 4 1002
Il minimo globale x* del problema deve soddisfare la seguente condizione di ottimalita:
1 1 x*
Vi) )=—+——F+———-=0
fa) 4 1.5/(z*)% + 1002
La precedente uguaglianza ha come unica soluzione il valore:

z* = 40.45,

min

che, quindi, & 'unica soluzione ottima del problema.
Facendo questa scelta il soccorritore raggiunge il nuotatore in un tempo di:
200 — z* (x*)? + 1002

4 1.5

=111,8 s.

3.3.2 Utilizzazione delle condizioni di ottimalita per definire degli
algoritmi per problemi di ottimizzazione non vincolata

L’uso diretto delle condizioni di ottimalita per determinare la soluzione di un problema
di ottimizzazione ¢ limitato a casi molto particolari. In generale un problema di otti-
mizzazione puo essere affrontanto utilizzando specifici metodi iterativi e le condizioni
di ottimalita costituiscono la base per definire tali metodi.

Un ruolo particolarmente importante dal punto computazionale € giocato dal seguente
insieme di direzioni.
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Definizione 3.3.1 Si definisce insieme delle direzioni di discesa della funzione f nel
punto T il sequente insieme D(T):

D(z)={deR": 30 >0 per cui f(Z+ad)< f(Z), Yo € (0,0) }

In corrispondenza di un un punto Z, il precedente insieme individua tutte le direzioni
lungo le quali esistono degli spostamenti che producono una diminuzione delle funzione
obiettivo. In particolare ¢ facile dimostrare il seguente risultato.

Teorema 3.3.2 Sia f € C'(IR"). Se il punto & € IR™ non & un punto stazionario del
Problema (3.1) allora il sequente insieme di direzioni Ds(T) nel punto T

Dy(z) = {d e R": Vf(z)'d < 0} (3.12)
non & vuoto e si ha:
Dy(z) C D(7) (3.13)

Prova. (La prova non fa parte del programma d’esame). La dimostrazione
segue direttamente dalla dimostrazione del Teorema 3.2.1 che prova che, se Z € R"
non & un punto stazionario, allora la direzione d = —V f(Z) # 0 apparterebbe a D(7)
ed per ogni d € D4(Z) si avrebbe:

f(@+ad) < f(Z)
comunque scelto lo scalare a € (0,0), con 6 > 0. Quindi si otterrebbe che d € D(z). O

Il precedente risultato costituisce la base per definire dei metodi di ottimizzazione non
vincolata in quanto fornisce I'indicazione che, spostandosi da un punto non stazionario
lungo una direzione che appartiene all’insieme D(Z), il valore della funzione obiettivo
puo essere diminuto.

Come esempio di una particolare scelta di una direzione di discesa, si puo fare riferi-
mento nuovamente alla prova del Teorema 3.2.1 che mostra che il vettore d = —V f(7)
una direzione di discesa per la funzione f in ogni punto T che non & stazionario. Piu
formalmente, se il punto Z non é stazionario, allora lungo la semiretta

r(a) =7 + ad, acRy

¢ possibile trovare un insieme di valori di « in cui il valore della funzione

¢(a) = f(z(a)) = f(Z + ad) (3.14)
¢ inferiore al valore di partenza
$(0) = f(x(0)) = f(2).

Queste considerazioni hanno dato vita ad un noto metodo per risolvere problemi di
ottimizzazione non vincolata, chiamato Metodo del Gradiente. Tale metodo puo essere
descritto dai seguenti passi.
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Metodo del Gradiente.

Passo 0. Dati xg € R" e v € (0,1), si pone k = 0.
Passo 1. Se V f(x)) = 0 Stop.

Passo 2. Sipone di = =V f(x).

Passo 3. Si calcola lo scalare oy, > 0 tale che

Flop + apdy) < f(or) + apyV ()T dy
fzk + 2akdy) > fag) + 2aknyf(mk)Tdk.

Passo 4. Sipone xx11 = xx + apdy, k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

Ad ogni interazione k, il precedente algoritmo controlla al Passo 1 se il punto ottenuto
2 € un punto stazionario. In caso negativo produce un nuovo punto xxij in cui il
valore della funzione obiettivo ¢ diminuito. Questo viene ottenuto attraverso i Passi 2
e 3. Nel Passo 2 viene calcolata la direzione di discesa d = —V f(xy). Nel Passo 3 si
determina lo scalare oy, cercando di minimizzare (in maniera approssimata) la funzione
¢(a) definita dalla (3.14). Infatti, le condizioni che deve soddisfare lo scalare oy, al
Passo 3 garantiscono che «j € una sufficiente approssimazione del minimo o* della
funzione ¢(«). Questo fatto puod essere reso piu evidente analizzando graficamente le
condizioni del Passo 3.

Nella Figura 3.1 viene riportato, prima di tutto, un possibile andamento della funzione

P(a) = f(ox + ady).

A partire dal punto (0, ¢(0)) = (0, f(zx)) viene tracciata una retta tangente alla curva
#(«), la cui espressione ¢ data da:

~

d() = ¢(0) + ag(0),

dove
_d¢
- da

Quindi la funzione ¢ puo essere riscritta come segue:

(0) (0) = Vf(w) " di.

$(a) = flax) + aV f(zx)" dy.

Nella Figura 3.1 viene riportata anche la funzione lineare

d(a) = f(xr) + oV f(zx) " dr,

che compare nei termini di destra delle condizioni del Passo 3.
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p(a)

@(0) + ayp(0)

#(0) +ap(0)

Figura 3.1: Scelta del passo.

La funzione ¢(c) ha la stessa espressione della ¢(a) a meno della costante  che molti-
plica il termine lineare della ¢(a). Essendo vy € (0,1) e Vf(xr)d, = —||Vf(z)|? ne

segue che la retta ¢(«) € meno inclinata della ¢(«).

Un esempio di uno scalare oy che soddisfa le condizioni del Passo 3 & riportato nella
Figura 3.2.

£(x,) £ o )+ 2097 (v, ) d,

f(xk+adk)

o, 200,

Figura 3.2: Esempio di un passo ay.

Il fatto che le condizioni del Passo 3 garantiscono che lo scalare aj sia una sufficiente
approssimazione di un punto di minimo della funzione ¢(a) = f(z(a)) puo essere
osservato dalla Figura 3.3. Infatti si puo notare che le due condizioni del Passo 3
impongono che lo scalare oy, sia nell’intervallo [a, ay]. Infatti valori di oy pin grandi
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di oy non soddisfano la prima delle condizioni. Mentre valori di o piu piccoli a7, non
sono in grado di soddisfare la seconda delle condizioni. Dalla Figura 3.3 si nota che
I'appartenere all’intervallo [ay,, ay] assicura di non essere troppo distanti da un minimo
della funzione ¢(a) = f(z(a)).

£x,) £ o)+ 1097 (v, ) 4,

f(xk+adk)

K
=

K
c

Figura 3.3: Intervallo di accettabilita per ay.

Le proprieta asintotiche della sequenza di punti prodotta dal precedente metodo sono
descritte da seguente teorema.

Teorema 3.3.3 Sia f € CY(IR™) e sia L(zg) = {z € R™ : f(x) < f(x0)} un insieme
compatto. Se {xy} é la sequenza di punti prodotta da Metodo del Gradiente allora:

- 0 esiste un indice v > 0 tale che x, € L(xg) e Vf(x,) = 0;
- oppure viene prodotta una successione infinita tale che:

i) la sequenza {xy} ammette almeno un punto di accumulazione;

i) img o0 ||V f(22)]| = 0;
ii1) ogni punto di accumazione T della sequenza {xy} € un punto stazionario del

Problema (3.1) ed, inoltre, f(z) < f(zo).

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame). Dalla prima delle
condizioni su «ay del Passo 3 e dal fatto che dp = —V f(xr) si ha che:

Flaper) < flan) — ary IV F (@), (3.15)

da cui segue che
xi € L(x9), perogni k, (3.16)
ricordando l'ipotesi di compattezza dell’insieme L(zg), si ha che la sequenza {x} &

limitata e che ammette almeno un punto di accumulazione (punto i)).
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Punto ii). Le precedenti (3.15), (3.16) e, di nuovo, l'ipotesi di compattezza di L(z)
implicano che la sequenza di scalari {f(xx)} € non crescente e limitata inferiormente.
Percio la sequenza {f(xx)} ammette un limite f, cioe:

lim f(zx) = f. (3.17)

k—o0

Dal precedente limite e dalla (3.15) si ottiene:

im0y |9 o)l < Jim ( £on) = fanin ) =0
k—o00 k—o00
da cui segue che:
lim a ||V f(zg)| = 0. (3.18)
k—o0

Se, per assurdo, il punto ii) del teorema non fosse vero la (3.18) implicherebbe ’esistenza
di un insieme infinito di indici K e di sottosequenze {xy}x e {ag}x tali che:

IV f(zg)]| >€ >0, perogni keK,

lim o =0.
k—oo,ke K

Poiche xp € L(xg), per ogni k € K, e che L(x() € un insieme compatto esisterebbero
un sottoinsieme infinito di indici K’ C K e due sottosequenze {xy} ke {ay}x tali che:

lim =7, (3.19)
k—o0,ke K’

li =0 3.20
k—>o§£€K’ “k ’ ( )

lim [V = V@) > 0. (3.21)
k—o0,ke K

Dalla seconda delle condizioni su «; del Passo 3 e, ricordando nuovamente che dj, =
—V f(xg), si ha:

[z + 200.dy) — f(xk)
20y,

> IV f )],

da cui, utilizzando il Teorema B.3.2 si otterrebbe che:

1 (xlm Oék)

IV ()| +

> |V (3.22)
Utilizzando (3.19), (3.20), (3.21) e (3.22) si arriverebbe all’assurdo che:
0> (1-)[Vf@)]* > 0.

La dimostrazione del punto iii) del teorema segue direttamente dal punto ii) e dalla
(3.16). ]

109



Il calcolo di uno scalare «j, che soddisfa le condizioni del Passo 3 del precedente metodo
puo essere fatto attraverso dei semplici algoritmi (chiamati Algoritmi o Tecniche di
Linesearch). Un esempio di un tale algoritmo & riportato qui di seguito.

Procedura di Linesearch (calcolo del passo «y).
Passo 0. Dati x,di, Vf(xzr) € R", v € (0,1) e ap > 0, si pone i = 0.
Passo 1. Si calcola f(xp + a;dy).
Passo 2. Se f(xp + cidy) > f(xr) + aiyVf (x) T dy
si pone ;1 = @;/2, i =1+ 1 e si va al Passo 1.
Passo 3. Si calcola f(xy + 2a;dy).
Passo 4. Se f(zp + 20udy) < f(xr) + 2057V f (z1) T dy,
si pone a;4+1 = 24, t =1+ 1 e si va al Passo 3.

Passo 5. Si pone oy = a; e Stop.

Il precedente algoritmo determina entro un numero finito di iterazioni un valore oy
che soddisfa le condizioni del Passo 3 del Metodo del Gradiente. Questa proprieta e
assicurata dal seguente teorema.

Teorema 3.3.4 Sia f € CY(IR™) e sia L(zg) = {z € R™ : f(x) < f(x0)} un insieme
compatto. Se dy, = —V f(x) e Vf(xg) # 0, la Procedura di Linesearch termina dopo
un numero fimito di iterazioni producendo un oy che soddisfa le condizioni del Passo
3 del Metodo del Gradiente.

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame). La dimostrazione
del teorema segue dal fatto che le procedura non puo ciclare tra il Passo 1 ed il Passo
2 oppure tra il Passo 3 ed il Passo 4.

Se la procedura ciclasse tra il Passo 1 ed il Passo 2 esisterebbe una sequenza di scalari
{a;} tale che

'lim oy = O,
11— 00
f(op + cidy) — f(xg)

> IV f )%,

&%)
da cui, utilizzando il Teorema B.3.2, si otterrebbe:

T1 (Cﬂk, al)

)

—IV fi)I” + > IV f(p)]*.
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che, facendo tendere i — oo, porterebbe all’assurdo:
0> 1 =)V ()| = 0.

Se la procedura ciclasse tra il Passo 3 ed il Passo 4 esisterebbe una sequenza di scalari
{a;} tale che:

lim «a; = o0,
1—00

Flan + 205di) < fzg) — 20|V £ (i) |12

Facendo tendere ¢ — oo dalla precedente relazione si avrebbe

lim f(zg + 204dg) = —o0

1—00

che sarebbe in constrasto con il fatto che xzy + 2a;di € L(x0), per ogni i, e con I'ipotesi

che L(zp) € un insieme compatto.
O

3.4 Condizione di ottimalita per problemi di ottimizza-
zione vincolata.

L’obiettivo di questa sezione & quello di caratterizzare i punti di minimo di un problema

di minimizzazione vincolata.

Senza perdita di generalita si considerano problemi di ottimizzazione vincolata con la
seguente struttura.

min f(x)
st. g(x) <0 (3.23)
h(z) =0,

dove f : IR" - R, g : R® - R™ h: R" - RP e f € CY(IR"), h; € CYR"),
j=1...p,¢ € C{{IR"),i=1...m.

Quindi il corrispondente insieme ammissibile ¢ descritto dalle precedenti m disequazioni
e p equazioni, cioe

F={eeR": g(x)<0, h(x)=0}

In corrispondenza ad un punto & € F si puo definire l'insieme degli indici dei vincoli
attivi I1(z):

I(z)={ie{l,...,m}:g(x) =0}, (3.24)

In un problema non vincolato, un punto £* ¢ un minimo locale se, in un suo intorno, la
funzione obiettivo ha un comportamento particolare. Invece, un minimo locale di un
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problema vincolato, in particolare del Problema (3.23), puo essere caratterizzato dai
comportamenti locali sia della funzione obiettivo che di alcuni dei vincoli. Dalla prece-
dente considerazione segue che le condizioni di ottimalita per problemi vincolati sono
piu complesse di quelle per problemi non vincolati in quanto devono necessariamente
riflettere il fatto che un minimo locale vincolato puo nascere dall’azione combinata della
minimizzazione della funzione obiettivo e del rispetto dei vincoli.

Una importante caratterizzazione dei minimi locali vincolati ¢ descritta dal seguente
teorema noto come Teorema di Fritz-John.

Teorema 3.4.1 Siano f € C*(R"™), g; € C*(R™), per ognii=1,...,m, h; € C}(R"),
per ogni j = 1,...,p. Se T & un minimo locale di f in F allora esistono degli scalari
Ao, Ai t=1,...,m epj, j=1,...,p non tutti nulli tali che:

m p
MNVFE) + Y V(DA + > Vhi(@)p; =0
i=1 j=1
Xigi(Z) =0 i=1,...,m (3.25)

XN>0, N>0 i=1,...,m.

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame). Se il punto z* ¢ un
minimo locale di f in F esiste un € > 0 ed una sfera chiusa

B(z*e) ={z e R": ||z — a™|| <€},

tali che
f(z*) < f(x) per ogni z € B(x*;e)NF. (3.26)

Inoltre, tenendo conto che i vincoli di disuguaglianza g;(x) sono in un numero finito e
scegliendo e sufficientemente piccolo, si ha anche:

gi(r) <0 perogni x € B(x*;e) eperogni i¢ I(x*). (3.27)

Per ogni indice k = 1,2, ..., si puo definire la seguente nuova funzione in cui, oltre alla
funzione obiettivo, compaiono dei termini che penalizzano la violazione dei vincoli.

m p
File) = @)+ Yo max{0,0i(0))? + & S i) + o~ (329
=1 =1

Per ogni k si puo analizzare il seguente problema:

min Fy(x) (3.29)
st. x € B(z%;e).

Tenendo conto della continuita della funzione Fj(x) e della compatezza dell’insieme

B(z*;¢), ¢ possibile applicare il teorema di Weierstrass per concludere che, per ogni k,
esiste un punto zy € B(z*;¢) che ¢ il minimo globale del problema (3.29).
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Al crescere di k si ottiene una sequenza di punti {x} che sono contenuti nell’insieme
compatto B(z*;¢). Quindi {x;} ha dei punti di accumulazione.
Sia Z uno di questi punti di accumulazione e si indichi, senza perdita di generalita, con
{z1} la sottosuccessione convergente a .
Poiche z* € B(x*;¢), g(z*) < 0, h(z*) = 0 e che x, ¢ il minimo globale del problema
(3.29), si ha:

Fy(ay) < Fu(a®) = f(2*) (3.30)

Dalla precedente relazione segue
5 2 - 2 2 * 1 * (|12
> max{0, gi(w)}* + D hi(wy)? < @) = flaw) = gllok =277 ), (3:31)
i=1 i=1

Facendo i limiti per £k — oo di entrambi i termini della precedente disuguaglianza, si

ottiene
P

> max{0,g:(2)}* + > hi(z)* = 0.
=1

i=1
da cui segue che g(z) <0, h(Z) = 0 e che, quindi, ¢ ammissibile.

Inoltre la relazione (3.30) implica
1
fak) + 5ok = 2" < f (")
per ogni k. Facendo nuovamente i limiti per kK — oo si ottiene:
_ ]- _ * 112 *
£(@) + 3z - 2P < F(a).

Poiche z & ammissibile, si ha f(z*) < f(Z) che, combinato con la precedente relazione,
implica ||z — 2*|| = 0 da cui
T =z

Quindi si puo concludere che la sequenza {xp} converge a x* e che, per valori di k
sufficientemente grandi, i punti x; sono interni alla sfera chiusa B(z*;e). Da questa
ultima osservazione segue che, per valori di k sufficientemente grandi, i punti x; sono
minimi globali non vincolati della funzione Fj, e che, quindi, soddisfano la condizione
necessaria di ottimo non vincolato VFj(x) = 0 che equivale a

p

Vi(xR) + > kmax{0, gi(xx)}Vgi(zr) + Y khi(wg) Vhi(ag) + (2 — 2*) = 0. (3.32)
i=1 =1

Si definiscano la seguenti quantita:

m p 1/2
Ny = {1+Z[kmax{o,gi(:vk)}P+Z[khi(xk)}2} :

=1 i=1
A = 1/Ng,
A = kmax{0, g;(z1)}/Ni, (3.33)

i khi(x)/Ni.

=
I
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Dalle definizioni precedenti segue che, per ogni k, il vettore ()\]5, )\’f, e )\ﬁl, ,u’f, . ,ulg) =
(AE XE, 11%) ha norma unitaria ed ha componenti A5, A¥, ..., AF non negative. Di con-
seguenza esiste una sottosuccesione (che ridefiniamo {(\§, A, 1/¥)}) che converge ad un
vettore {(A\§, A*, #*)} a norma unitaria, cioe per cui:

1A, A5 )l = 1. (3.34)

Dividendo entrambi i membri della (3.32) per Nj > 0 e utilizzando le definizioni (3.33),
si ottiene:

1
A f (2, +Z)\ Vi(zp +me xk)+ﬁ( z, —a*) =0, (3.35)
i=1 i=1

da cui, considerando il limite per kK — oo, si arriva
AV f (%) + Z AV gi () + Z LV hi(z*) = 0, (3.36)

che prova la prima delle relazioni (3.25).

Per quanto riguarda le altre relazioni dal fatto che )\’5 >0e /\’ZI-C >0,peri=1,...,m

segue che
Ap >0 A >0 i=1,...,m. (3.37)

Inoltre, per ogni indice i tale che g;(2*) < 0, la (3.27) implica che g;(zx) < 0 da segue

che

k
AP = N, max{0, gi(zx)} =0, per ogni indice i tale che g;(z*) < 0. (3.38)

facendo tendere k — oo si ha:

Af =0, per ogni indice i tale che g;(z*) <0, (3.39)

da cui segue:
Afgi(x*) =0, i=1...,m. (3.40)
e (3.37) e (3.40), insieme alla (3.36) completano la dimostrazione del teorema. O

Se si introduce la funzione Lagrangiana L : R* x R™! x RP — R
L, o, A, ) = Ao f (2) + g(a)" A+ h(x) (341)
le condizioni del Teorema 3.4.1 si possono scrivere:

Vo L(Z, Mo, A, 1) = MV f(Z) + Vg(Z)A + VR(Z)p =0
g(z) <0, h(z)=0
>\0207 >\207 <)\07)\7:u’)7é0

Attraverso le precedenti relazioni viene introdotta la seguente definizione.
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Definizione 3.4.2 Un punto z* € IR™ é detto punto di Fritz-John del Problema (3.23)
se esistono degli scalari Ng, \;, con i = 1,....,m, pj, con j = 1,...,p (chiamati
moltiplicatori di Fritz-John) tali che le condizioni (3.42) sono verificate.

Il Teorema 3.4.1 puo essere difficile da interpretare dal punto di vista intuitivo ma &
sicuramente piu facile da utilizzare in pratica. Si consideri il seguente esempio.
Esempio. Si consideri il seguente problema:

min —z4
9 —(1—21)3<0 (3.43)
r1 >0
xo > 0.

Si consideri, come candidati ad essere dei minimi globali del precedente problema, i

seguenti punti:
P 0 - 1
-\ 0 - \0 )"’

Prima di tutto il problema di ottimizzazione viene riscritto nella forma (3.23).

min —zq
xQ—(l—x1)3§0
-1 <0
—x9 < 0.

I gradienti della funzione obiettivo e dei vincoli sono:

Le condizioni di Fritz-John diventano:

8L(x, )\0, )\1, )\2, )\3)

= X+3MA—z1)2 =X =0 (3.44)
0x1
OL(w do e ds) _ sy (3.45)
6$2
M(z2— (1—21)%) =0 (3.46)
Aoz =0 (3.47)
A3z = 0 (3.48)
MN>0, A >0, A>0, A3>0 (3.49)
o — (1 - :L’1)3 S 0, —I1 S 0, —XI2 S 0. (350)
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Il punto Z & ammissibile e soddisfa le condizioni (3.50). In particolare il primo vincolo
non ¢ attivo in e, quindi, la (3.46) implica:

A1 =0.
Dalle (3.44) e (3.45) si ha:

—X—A2=0
A3 =0.

Da cui segue che 'unico modo per soddisfare le condizioni (3.44)-(3.50) & ponendo;

Da cui segue che il punto Z non soddisfa le condizioni di Fritz-John e che, quindi, non
€ sicuramente un minimo locale.

Anche il punto # & ammissibile e soddisfa le condizioni (3.50). In questo punto il
secondo vincolo non ¢ attivo in Z e la (3.47) implica:

A2 =0.
Dalle (3.44) e (3.45) si ha:
X =0
A1 — A3 =0.

Da cui segue che ponendo, per esempio,
Ao =0, Al =Xz =1.

tutte le condizioni (3.44)-(3.50) sono soddisfatte. Da cui si puo concludere & soddisfa
le condizioni necessarie di ottimo di Fritz-John. O

I punti di Fritz-John che presentano Ao = 0 sono caratterizzati da relazioni in cui la
funzione obiettivo non compare. Percio difficilmente questi particolari punti di Fritz-
John possono caratterizzare dei minimi locali, piuttosto sono rappresentativi di punti
in cui si ha un comportamento particolare dei vincoli.

Ogni punto ammissibile in cui € nullo il gradiente di un vincolo attivo, & un punto di
Fritz-John (basta assegnare un valore positivo al corrispondente moltiplicatore e porre
uguale a zero tutti gli altri). In particolare ogni punto ammissibile Z di un problema
vincolato puo essere reso un punto di Fritz-John di un problema equivalente a quello
dato. Infatti basta aggiungere al problema di partenza il vincolo (sempre soddisfatto)
I — 2[|* > 0.

Per caratterizzare i punti di Fritz-John in cui Ag # 0 viene introdotta la seguente
definizione.
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Definizione 3.4.3 Un punto z € IR" ¢ detto punto di Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
del Problema (3.23) se esistono degli scalari A\;, coni=1,...,m, epj, conj=1,...,p,
(chiamati moltiplicatori di Karush-Kuhn-Tucker) per cui sono verificate le sequenti le
condizioni:

(3.51)

E facile notare che ogni punto di Fritz-John con Ag # 0 € un punto di Karush-Kuhn-
Tucker. Infatti se Z & un punto di Fritz-John con A\g # 0, basta dividere la prima, la
seconda e la quarta relazione della (3.42) per Ao per soddifare tutte relazioni (3.51)
(ponendo \; = f\‘—é, coni=1,...,mep; :f\‘—g, conj=1,...,p).

In associazione ai punti di Karush-Kuhn-Tucker si introduce la funzione Lagrangiana
L:R"xR"™xRP - R:

L(z, A, 1) = f(z) + g(x) A+ h(z)Tp

Utilizzando la precedente funzione Lagrangiana L la prima delle condizioni (3.51) si
puo scrivere:

V.L(z, A\ p) = 0.

Per poter garantire che le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker sono condizioni neces-
sarie di ottimo locale si deve richiedere che l'insieme ammissibile ¢ ”sufficientemente
regolare”. Nel seguente teorema vengono riportate alcune ipotesi di "regolarita” dei
vincoli del problema in grado di garantire che un minimo locale vincolato & un punto
di Karush-Kuhn-Tucker. In molti casi casi, tale ipotesi sono verificabili osservando la
struttura dei vincoli del problema.

Teorema 3.4.4 Siano f € C*(R"), g; € C*(R"), per ognii =1,...,m, h; € C1(IR"),
per ogni j = 1,...,p. Se T & un minimo locale di f in F allora esistono due vettori
A€ R™, u e RP tali che:

Vi) + Vg(@)A+ Vh(z)u=0
Mgz)=0 (3.52)
>0,

se una delle sequenti condizioni ¢ soddisfatta:

a) (ipotesi di linearita) g;, i1 =1,...,m ehj, j=1,...,p sono funzioni lineari;
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b) (ipotesi di Mangasarian-Fromowitz) non esistono degli scalari o; > 0, i € I(Z), e
Bj, j=1,...,p, non tutti nulli per cui si ha:

D aiVgi(@) + ) B Vh(T) =

icl(z) j=1

c¢) (ipotesi di indipendenza lineare dei gradienti dei vincoli attivi) i vettori Vg;(Z),

i€ 1(z),Vhj(z), j=1,...,p sono linearmente indipendenti, sotto questa ipotest,
i due vettori X\ € R™, u € RP che, insieme a &, soddisfano le condizioni (3.52)
S0N0 UNICIL.

Prova. Dal Teorema 3.4.1 esistono esistono :\0, :\i, t=1...m,efij, j=1...pnon
tutti nulli tali che

m P
MV @) + Y V(DA + > Vhi(@)jij =0 (3.53)
i=1 j=1
Ngi(Z)=0 i=1...m (3.54)
A, i >0 i=1...m 3.55)
da cui
5 p
MNVFE) + > V@i + Y Vhi(x)ji; =0 (3.56)
1€1(z) i=1

Se \g > 0, come detto precedentemente, ponendo

AO DY :)\07

dividendo la (3.53) per A ed utilizzando le (3.54) e (3.55) si ottiene che la tripla (Z, A, u)
soddisfa il sistema (3.52) oppure il sistema (3.51).

La dimotrazione del teorema segue mostrando che le assunzioni (a)-(c) escludono il caso
Ao = 0.
Se, per assurdo fosse A\g = 0, dalla (3.56) si avrebbe:

p
Z Vgi(@)Ai+ Y Vhi(@)i; =0; X\ >0, i=1,...,m.  (3.57)
€l(z ]

Ipotesi a) (la dimostrazione del teorema sotto questa ipotesi non fa parte del

programma dell’esame). Dalla linearita dei vincolig;, ¢ =1,...,meh;,j=1,...,p,
si ha:

9i(x) = gi(T) + V(@) (x —7), i=1....m (3.58)

hi(w) = hi(@) + Vhi (@) (@ —2),  j=1,....q, (3.59)
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per ogni z € IR". Moltiplicando ognuna delle (3.58) per :\i, 1 =1,...,m, moltiplicando

ognuna delle (3.59) per fij, j = 1,...,m, e sommandole tra di loro, si ottiene per ogni
x € IR™
P P
Y gi@Xi+> hi@)i = D a@hi+ > hi(@)iy
i€l(z) i=1 iel(z) i=1
+() Vai@)s +ZVh — ).
1€I(z)

Tendo conto dell’ammisibilita del punto e della (3.55), se fosse vera la (3.57) la
precedente relazione implicherebbe:

p

D gi@Ai+ ) ()i =0

i€l(z) i=1

per ogni x € IR", ma questo contraddirebbe la tesi del Corollario ?? tenendo conto che,
dalle condizioni di Frith-John, almeno un A; > 0 oppure un p; # 0 deve esistere.

Ipotesi b). Supponendo per assurdo che \g = 0, la (3.57) potrebbe essere riscritta
ponendo «; = \;, per i € I(z) e Bj = i, per j = 1,...,p. In questa forma I'ipotesi
b) ( Mangasarian-Fromowitz) implicherebbe che a; = A; = 0 per ogni i € I(T) e
Bj = fi; = 0, per ogni j = 1,...,p. Ricordando che, per la (3 54) X =0 per ogni
i ¢ I(Z), si avrebbe la contraddizione che tutti i moltiplicatori X, \ii=1...m,e i,
j =1...p, sarebbero nulli.

Ipotesi ¢). Poiche 'ipotesi ¢) implica 'ipotesi b) segue che il punto di minimo locale Z &
necessariamente un punto di Karush-Kuhn-Tucker, quindi si deve dimostrare solamante
I'unicita dei vettori A € R™ e u € IRP.

Se ci fossero dei vettore A € IR e fi € RP, con (\, i) # (A, i) che soddisfacessero il
sistema (3.51) si avrebbe che

f(z) ZVgli)\ JrZVh Z)pj =0
1€l ()
)+ Y Vgi(f)ﬁ\iJrZth(f)ﬂ] =
iel(x) J=1
da cui si avrebbe:
p
Z Vai(®) (N — M)+ Y Vhy(®)(py — f1;) =0,
€l(z j=1

che contraddirebbe l'ipotesi di indipendenza lineare dei vettori Vg;(z), i € I(Z) e
th([f),jzl,...,p O

119



Esempio. Si consideri il seguente problema:

min xi + T2
xg—(l—x1)3§0
xr1 >0
xo > 0.

Si consideri, come nell’esempio precedente, i seguenti punti:

. 0 s 1
~\0 SN0 )7
I gradienti della funzione obiettivo e dei vincoli sono:

viw=(1). Vaw= (7).

Vo) = (). el = ().

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker diventano:

OL(z, A1, A2, A3)

:1+3)\1(1—x1)2—)\2:0

0x1

OL(x, 1,2, \3) =14+X—-X3=0
0xo

M@z = (1= 21)°) =0

)\gxl =0

Azrg =0

)\1207 )\2207 )\320
zg— (1—21) <0, —21<0, —z<0.

(3.60)

(3.61)

3.62

(3.62)
(3.63)
(3.64)
(3.65)
(3.66)
(3.67)

Il punto & &€ ammissibile. In particolare il primo vincolo non e attivo in Z e, quindi, la

(3.63) implica:

A1 =0.
Dalle (3.61) e (3.62) si ha:
1-X=0
1—-X3=0.
Ponendo:
Ao =A3 =1,

si ha che il punto Z soddisfa le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker.

Anche il punto Z ¢ ammissibile e il secondo vincolo non € attivo implicando che:

A2 =0.
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Dalle (3.61) e (3.62) si ha:
1=0
1+XM —23=0.

Da cui segue che le condizioni necessarie di ottimo di Karush-Kuhn-Tucker non possono
essere soddisfatte nel punto . O

Esempio. Si consideri il seguente problema:

min g(xl -3+ %(JJQ —2)?
2+ 22 <5 (3.68)
T1+2x9 =4
r1 >0

.’EQZO

(1)

I gradienti della funzione obiettivo e dei vincoli sono:
. 3(%1 — 3) . 2:1:1
vio= () v =(52).

Ve = (). vaw=(2). vme@=(,)-

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker diventano:
aL((L’, Ah )\27 )‘37 ,LL)

Si consideri, il seguente punto:

=3(x1 —3)+2\z1 — A2+ p=0 (3.69)
o0x1
OL(w Mo A A3 1) o 9\ 2 — Mg+ 2 = 0 (3.70)
Oxo
(2% +225—-5)=0 (3.71)
Aoxy =0 (3.72)
A3z =0 (3.73)
M >0, A>0, A3>0 (3.74)
2422 <5 -1 <0, —x9<0, x4 2 =4 (3.75)

Il punto € ammissibile. Il vincoli di non negativita delle variabili non sono attivi in
Z e, quindi, si ha:
Ao = A3 =0.

Dalle (3.69) e (3.70) si ha:

—34+4\ +p=0
—142X\ +2p =0.
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Da cui segue che, ponendo

5 1
)\ = — = ——
1 6 ) 1 3 ’
il punto Z soddisfa le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker. O

3.4.1 Condizioni di ottimalita del secondo ordine

In questa sezione vengono brevemente riportate delle condizioni di ottimalita per pro-
blemi di ottimizzazione con vincoli di uguaglianza e disuguaglianza nel caso in cui le
funzioni che descrivono il problema sono due volte continuamente differenziabili.

Per poter descrivere questi risultati € necessario introdurre degli ulteriori insiemi.
Dato un punto & € F ed un vettore di moltiplicatori A, ricordando I'insieme degli indici
dei vincoli attivi I(z) dato dalla (3.24), si introduce il seguente insieme che identifica
gli indici dei vincoli detti strettamente attivi:

Iz, ) ={ie{l,...,m}:g;(x) =0, A >0} (3.76)
Dato il precedente insieme si puo definire il seguente insieme di direzioni:

T(z,\) ={deR": Vg(z)'d=0 perogni ieI(z,\)
Vgi(z)'d <0 perogni ieI(z)\I(z,N\) (3.77)
th(:E)Td =0 perogni j=1,...,p}

Il primo teorema descrive delle condizioni sufficienti di ottimalita per problemi vincolati.

Teorema 3.4.5 Siano f € C*(IR"), g; € C*(R™), per ognii =1,...,m, hj € C?(IR"),
per ogni j = 1,...,p. Se in corrispondenza del punto x* € F esistono uno scalare g
e dei vettori A € R™, p € RP non tutti nulli per cui sono soddisfatte le sequenti
condizioni:

VoL(x*, Mg, A\, 1) = 0

Mgz*)=0

A>0, A>0 (3.78)
d'N2L(x* Xo, A\, u)d > 0, per ogni d € T(z*,)\), d#0,

(dove L(x, Mo, \,pt) = Xof(x) + N g(x) + p"h(x)) allora il punto =* ¢ un punto di
minimo locale stretto per Problema (3.23).

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame). Per assurdo, si
suppone che z* € F non & un minimo locale stretto. Questo implica che comunque
scelto un indice k esiste un punto xy € B(x*;1/k) N F tale che

flae) < f(a7).
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Ricondando il Teorema B.3.2, si ha:

0> flzx) = f(z*) = Vf(a*) (xx —a*) + (o, 2*), (3.79)
0> gi(xx) = gi(2*) = V(e (wy — %) + ri(wg, a*), i€ I(z*), (3.80)
0= hj(zx) — hj(@*) = Vhj(x*) (21, — %) + rj(zp,2%), 5=1,...,p, (3.81)
con
lim T1($k,x*) — 1 Ti(-Tk,ZC*) T Tj($k7x*) —0.
k—oo ||k — || k—oo ||xk — 2| k—oo ||xk — z¥||

Poiche le sequenza di vettori {(zy — z*)/||zr — z*||} & limitata esiste un sottoinsieme di
indici K C {1,2,...} tale che

lim —F—T g (3.82)
k—oo,keK ||z — ||

Dal precedente limite e dalle (3.79),(3.80) e (3.81) si ottiene:

0> lim |Vf@Hl =% +T1(x’“’$)},

k—00,k€K | leg — 2|  |lxx — ¥

. T — x* ri(zk, ) .
= gi(z") Tos = 2] + Tz —2 ] (z7),

) Tp — * ri(ze, )] .
0= 1 Vhy(z*)" — =1,...
L AR P I e R A

da cui si ha:

0> Vf(z*)'d (3.
0> Vgi(z)d, iel(z*), (3.84)
0= th(:r*)TcZ, ji=1,...,p, (3.

)

Facendo il prodotto scalare VL(x Mo, A, i), ricordando la prima della (3.78) e la
definizione dell’insieme I(z*, \) si ottiene:

NV d= Y ANVa@)Td+ Y puVhi(a*)'d,

il (z*,\) J=ty.sp

Dalla precedente uguaglianza, dalla (3.78) e dalle (3.83)-(3.85) si ha:

0< Z )\ZVgZ(x*)Tcig 0,
iel(x*,\)

che, insieme alla definizione dell’insieme I(x*,\) (3.76), prova che
0=Vg(z)Td, iel(z*N). (3.86)
Le (3.83), (3.84), (3.86), (3.85) mostrano che

d e T(z*,\). (3.87)

123



Applicando il Teorema B.3.4 al Lagrangiano f}(azk, Ao, A, ) e ricordando nuovamante
la prima delle (3.78), si ottiene:

T T (% 1 * T (% * *
L('rka )‘07)‘7/-1“) - L($ >)\07 )\mu) = i(xk‘ - )TVQL(;U >)‘07 )\,M)(l’k - ) + 7"2(1’].:,.% )7
con

*
lim ra(@k, )

= 0.
k—oo ||xp — 2%

Poiche i punti zj e 2* sono ammissibili e le condizioni (3.78) sono verificate si ha:

L(w, Aoy A, 1) — L(@*, Moy A, 1) = Ao (f(z) — f(2*)) + A g(x) <0,

da cui segue:
1 ~
0> i(xk — :lf")TVZL(a:"‘7 Aoy A, ) (z — %) + ro(xp, 2¥).

Dividendo entrambi la precedente disuguaglianza per ||x; —2*||? ed utilizzando il limite
(3.82)

_ * T - _ * *
0> lex — ') x3 V2L(z*, Mo, A, 1) ok x* TQ(JUk’gi )2
k—ookeK | ||xg — z*|| lxg — = ||lxx — ¥
0> dEV2L(x*, Mo, A\, p)d (3.88)
La precedente (3.88) e la (3.87) contraddicono l'ultima delle (3.78). O

Dal precedente teorema si puo derivare il seguente corollario.

Corollario 3.4.6 Siano f € C*(R"), gi € C*(R™), per ogni i = 1,...,m, h; €
C?(IR™), per ogni j = 1,...,p. Se in corrispondenza del punto x* € F esistono uno
scalare Ao e dei vettori X € R™, u € IRP non tutti nulli per cui sono soddisfatte le
sequenti condizioni:

VeL(z*, Mo, A\, i) =0

Mg(z*)=0
Ao =0, A=>0, (3.89)
e se linsieme dei vettori Vg;(z*), i € I(z*,\), Vhj(z*), j = 1,...,p contiene n vettori

linearmente indipendenti allora il punto x* € un punto di minimo locale stretto per

Problema (3.23).

Prova. La dimostrazione segue da Teorema 3.4.5 notando che 1'ultima condizione delle
(3.78) ¢ banalmente soddisfatta per il fatto che T'(z*, ) = {0,,}. O

Varie condizioni necessarie di ottimalitd del secondo ordine sono state proposte in

letteratura. Una dei risultati pit rappresentativi ¢ il seguente teorema che descrive una
versione delle condizioni di Karush-Kuhn-Tucker del secondo ordine.
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Teorema 3.4.7 Siano f € C*(R"), g; € C*(R™), per ognii = 1,...,m, h; € C*(IR"),
perognij =1,...,p. Siano i vettori Vg;(Z), i € I(Z),Vh;(z), j =1,...,p, linearmente
indipendenti. Se T é un minimo locale di f in F allora esistono e sono unici due vettori
AeR™, u e RP tali che:

VeL(z*, A\, pu) =0

Mg(z*) =0

A>0 (3.90)
d'NV2L(x* X\, u)d >0, per ogni d € T(x*,\),

dove L(z, A\, 1) = f(z) + AT g(z) + uTh(z).

3.5 Utilizzazione delle condizione di ottimalita - problemi
vincolati.

Analogamente al caso dell’ottimizzazione non vincolata, le condizioni di ottimalita per
problemi vincolati possono essere utilizzate per determinare direttamente le soluziomi
di problemi vincolati con strutture particolarmente semplici oppure possono essere la
base per definire dei metodi iterativi in grado di cercare di risolvere problemi vincolati
generali.

3.5.1 Utilizzazione delle condizioni di ottimalita per calcolare diret-
tamente i minimi locali vincolati

Un esempio di applicazione diretta delle condizioni di ottimalita e il seguente.

Esempio. Sisupponga di dover risolvere il seguente problema:

min :):% + x%
Tr1x9 > 25
T Z 0
xo > 0.

Osservando i vincoli si puo notare che I'ultimo vincolo & inutile in quanto € implicato dai
primi due. Quindi il precedente problema puo essere riscritto togliendo I'ultimo vincolo
e cambiando il segno degli altri (in modo che il problema abbia la stessa struttura di
quella utilizzata nella teoria).

min % + 3
25 — T1T2 S 0
—I1 S 0.

125



I gradienti dei vincoli sono:

V91($)=—<§f> VQQ(Z'):—((l)).

Poiche nell’insieme ammissibile si ha necessariamente che ;1 > 0 e x9 > 0 segue
che i gradienti dei vincoli sono linearmente indipendenti in tutti i punti ammissibili.
Utilizzando questa proprieta e il Teorema 3.4.4 si ottiene che ogni soluzione ottima del
precedente problema ¢ un punto di Karush-Kuhn-Tucker.

Il Lagrangiano del problema e dato da:
L(x.)\l, )\2) = JT% + x% + )\1(25 — .%'1.21:’2) — Aoz,

Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker sono date da:

M =221 — AMZ2 — A2 =0 (3.91)
81‘1

M = 21’2 - )\1:61 =0 (392)
AR

A1(25 — 2122) = 0 (3.93)

)\2%’1 =0 (3.94)

A1 >0

Ao >0

25 —x129 <0 (3.95)

—21 <0. (3.96)

Dalle (3.95) e (3.96) si ha che

1 >0 xo > 0.
Dalle (3.94) e (3.92) segue che

Ao =0 A1 > 0.

La condizione (3.93) implica

T1x9 = 25,
mentre le (3.91) e (3.92) implicano
x} = a3,
AL =2

Dalle ultime due uguaglianze si ottiene che la soluzione ottima del problema e I'unico
punto di Karush-Kuhn-Tucker del problema, cioe:
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3.5.2 Utilizzazione delle condizioni di ottimalita per definire degli
algoritmi per problemi di ottimizzazione vincolata

Riguardo la definizione di metodi iterativi per problemi generali di ottimizzazione vin-
colata, un possibile approccio € quello di cercare di utilizzare, anche per questa clas-
se di problemi, i metodi e gli algoritmi proposti per i problemi di ottimizzazione non
vincolata. L’ispirazione a caso non vincolato puo seguire le seguenti due strade distinte:

a) cercare di determinare delle direzioni che tengano conto della necessita sia di
diminuire la funzione obiettivo e sia di rispettare i vincoli;

b) minimizzare una nuova funzione che oltre a presentare ’originale funzione obiet-
tivo contenga anche dei termini che penalizzano la violazione dei vincoli.

Determinazione di direzioni efficienti per problemi di ottimizzazione vinco-
lata (questa sezione non fa parte del programma dell’esame)

Analogamante al caso dei metodi di ottimizzazione non vincolata, la base di questo
approccio € la possibilita di dimostrare che in ogni punto, che non soddisfa le condi-
zioni di ottimalita per problemi di ottimizzazione vincolata, si possono determinare
delle direzioni lungo le quali esistono degli spostamenti che producono una diminuzione
della funzione obiettivo senza perturbare eccessivamente ’ammissibilita. L’esistenza di
queste particolari direzioni segue dalla negazione delle condizioni di ottimalita e dal-
I’applicazione di determinati teoremi, che descrivono importanti proprieta riguardanti
i sistemi di disequazioni lineari.

Tali risultati sono alcuni esempi di quelli che vengono detti Teoremi dell’alternativa in
quanto evidenziano delle alternative che si incontrano nel considerare sistemi lineari.

Il primo risultato riportato e sicuramente uno dei piu importanti e noti teoremi dell’al-
ternativa (noto in letteratura come il Teorema di Farkas).

Teorema 3.5.1 Comunque scelta una matrice A € R™*"™ ed un vettore b € IR",
esattamente una delle sequenti affermazioni é vera:

i) esiste un vettore x € R™ che é soluzione del sequente sistema:

Az <0, bl > 0; (3.97)

ii) esiste un vettore y € R™ che ¢ soluzione del sequente sistema:

ATy =1, con y > 0. (3.98)

Alcune immediate conseguenze del precedente Teorema di Farkas sono i seguenti risul-
tati.
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Teorema 3.5.2 Comunque scelte due matrici A € R™*™ e B € RP*", esattamente
una delle sequenti affermazioni é vera:

i) esiste un vettore x € IR" che é soluzione del sequente sistema:

Az <0
B = 0; (3.99)

ii) esistono due vettoriy € R™ e z € RP, con y # 0, che sono soluzioni del sequente
sistema:

ATy 4+ BTz =0, con y > 0. (3.100)

Teorema 3.5.3 Comunque scelte due matrici, A € R™*"™ ¢ B € RP*", ed un vettore
b € IR", esattamente una delle sequenti affermazioni ¢ vera:

i) esiste un vettore x € R™ che é soluzione del sequente sistema:

Az <0
Bx =0
vlz > 0; (3.101)

ii) esistono due vettori y € R™ e z € IRP, che sono soluzioni del sequente sistemas:
ATy + BTz =, con  y>0. (3.102)

Richiamati i necessari teoremi dell’alternativa & possibile ritornare al problema della
determinazioni di direzioni di ricerca utilizzabili dal punto di vista metodologico.

Teorema 3.5.4 Siano f € C*(R"), g; € C*(R™), per ognii = 1,...,m, h; € C1(IR"),
per ogni j = 1,...,p. Se un punto ammissibile £ non é un punto di Fritz-John allora i
sequentt insiems:

W(Z) ={deR": Vg@)Td<0 iecl(z)}
H(z)={deR": Vhj@)'d=0, j=1,...,p},

~—

hanno intersezione non vuota.

Risultati simili possono essere dimostrati anche per punti ammissibili che non soddi-
sfano le condizioni di Kuhn-Tucker. Un esempio ¢ il seguente teorema:
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Teorema 3.5.5 Siano f € C*(R"), g; € C*(R™), per ognii = 1,...,m, h; € C1(IR"),
perognij =1,...,p. Sia T un punto ammissibile che non é un punto di Kuhn-Tucker ed
in cui sia verificata 'ipotesi di Mangasarian-Fromowitz, cioé non esistono degli scalari
a; >0,ie€I(z), e B, j=1,...,p, non tutti nulli per cui ha:

P
> aiVg(T) + > B Vh(E) =0.
1€I(T) 7=1
Allora si ha che i sequenti insiemi:
Dy(z) = {d e R": Vf(z)'d < 0}

Fy(z)={deR": Vg@Td<0 iecl(@)}
H@EZ) ={deR": Vhj@)'d=0, j=1,...,p},

hanno intersezione non vuota.
L’importanza algoritmica dei precedenti teoremi & chiarita dal seguente risultato.

Teorema 3.5.6 Siano f € C*(R"), g; € C*(R"), per ognii =1,...,m, h; € C1(IR"),
per ogni j =1,...,p. Sia T un punto ammissibile in cui si ha:

Ds(z) N Fs(z) N H(z) # 0,

dove gli insiemi Dg(Z), Fs(Z) e H(Z) sono stati definiti nei precedenti teoremi.
Allora per ogni d € Ds(z) N Fy(z) N H(Z) esiste un § > 0 tale che per ogni o € (0,0) si
ha:

f(z+ad) < f(2), (3.103)
9i(7 + ad) <0, i=1,...,m, (3.104)
hi(z + ad) = r;j(z, ad) j=1,...,p, (3.105)

con rj(Z,ad) =0 se hj(x) é una funzione lineare oppure limq_07;(Z, ad)/a = 0.
O

I risultati precedenti mostrano che, in corrispondenza di un punto ammissibile che non
soddisfa le condizioni di ottimalita, esistono delle direzioni lungo le quali ci sono degli
spostamenti che

- producono una diminuzione della funzione obiettivo,
- non violano i vincoli di disuguaglianza ed i vincoli di uguaglianza lineari,

- producono violazioni ”contenute” dei vincoli di uguaglianza non lineari.
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Molte classi di metodi per problemi vincolati si basano su un uso efficiente di tali
direzioni. La descrizione di tali metodi € relativamente articolata ed € rinviata a corsi
successivi.

Utilizzazione di funzioni che penalizzano la violazione dei vincoli.

Questo secondo approccio per definire dei metodi di ottimizzazione vincolata trae ispi-
razione dalla dimostrazione del Teorema di Fritz-John in cui, per provare la tesi, ci
riconduce alle proprieta dei minimi non vincolati di particolari funzioni che include, ol-
tre alla fuzione obiettivo del problema, anche dei termini che penalizzano la violazione
dei vincoli.

In questa sezione viene riportato uno dei primi metodi proposti in letteratura in questo
ambito (chiamato Metodo delle Penalita Sequenziali).

Tale metodo consiste trasformare il problema di partenza in una sequenza di minimiz-
zazioni (approssimate) non vincolate della seguente funzione di penalita:

Pla:e) = flz) + é S max{0, gi(2)}? + é S hy(a)?, (3.106)
=1 =1

La precedente funzione viene chiamata funzione di penalita (o funzione di merito). La
sua espressione e ottenuta aggiungendo alla funzione obiettivo del problema originale
dei termini che penalizzano la violazione dei vincoli. Il peso di questi termini aumenta
al diminuire del parametro ¢, tale parametro viene denominato parametro di penalita.

L’idea di fondo del Metodo delle Penalita Sequenziali ¢ quella di produrre una sequenza
di punti {z}} attraverso delle minimizzazioni approssimate della funzione P(z,¢y).
In particolare, al crescere del numero di iterazioni, ciascun punto zjp della sequenza
approssima sempre meglio un punto stazionario della funzione P(z,ey).

Nelle iterazioni iniziali, al parametro di penalita € che compare nella funzione P(z, ¢f,)
vengono assegnati valori relativamente grandi. L’idea e che, in queste iterazioni, la
funzione obiettivo del problema vincolato abbia nella espressione della funzione P(z, )
un peso relativamente grande.

All’aumentare delle iterazioni i punti xj vengono ottenuti minimizzando in maniera
sempre pil precisa la funzione P(z, eg) in cui si scelgono valori del parametro di penalita
€k sempre pil piccoli in modo da aumentare, sempre di pit, il peso della violazione dei
vincoli. In questo modo si cerca di ottenere, al limite, punti che soddisfano tutti i
vincoli e che stiano in zone in cui la funzione obiettivo assume valori relativamente
piccoli.

Il Metodo delle Penalita Sequenziali puo essere descritto dai seguenti passi.
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Metodo delle Penalita Sequenziali.
Passo 0. Dati xg € R", 01,605,605 € (0,1), e_1 =9 > 0e dg > 0, si pone k = 0.

Passo 1. Si pone

2
(Ag)i = — max{0,¢;(xr)}, i=1,...,m,
€k—-1

2 .
(r)j = hj(xk), j=1,...,p,
€k—1

se (g, Ak, pr) soddisfa le condizioni di KKT Stop.

Passo 2. A partire da punto xi, si calcola il punto z;11 € IR" tale tale che

IVP(zpi1;er)| < Ok

Passo 3. Se

> max{0.gione)} + 3 hiansn)* < 01 (3 max(0, o) + 3 han)?).
i=1 j=1 i=1 j=1

si pone €41 = € altrimenti si pone €11 = Oa¢y.

Passo 4. Sipone dpy1 = 630k, k =k + 1 e si ritorna al Passo 1.

Nel Passo 1 si determinano della stime dei moltiplicatori di KKT e si controlla se xj
ottenuto soddisfa le condizioni di KKT.

Nel passo 2 si effettua una minimizzazione non vincolata di P(z, ). Tale minimizza-
zione viene effettuata in maniera approssimata, infatti viene arrestata appena si ottiene
un punto x4 in cui la norma del gradiente di P ¢ inferiore o uguale al parametro .
Un tale punto puo essere determinato, in un numero finito di iterazioni, da un qual-
siasi metodo di ottimizzazione non vincolata, tra cui il Metodo del Gradiente descritto
precedentemente.

Il Passo 3 & dedicato all’aggiornamento del parametro di penalita ;. Se nel nuovo
punto determinato zpy la violazione dei vincoli non & migliorata in maniera significa-
tiva rispetto al punto ottenuto all’iterazione precedente, il parametro di penalita viene
diminuinuto nella iterazione successiva. Altrimenti rimane invariato.

Nell’ultimo passo viene diminuito il parametro 0 che determina errore accettato nell’ap-
prossimare un punto stazionario della funzione P(x,¢ey) attraverso una sua minimizza-
zione non vincolata.

Il seguente teorema descrive le proprieta asintotiche dei punti prodotti dal precedente
metodo. Le ipotesi di questo teorema necessitano della definizione dell’insieme degli
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indici dei vincoli attivi o violati, cioe dell’insieme:

I(Z)={i=1,...,m:gi(z) >0}. (3.107)

Teorema 3.5.7 Siano f € CY(R") e g; € CYIR™), per ogni i = 1,...,m, e hj €
CH(R™), per ogni j = 1,...,p. Sia {x}} la sequenza di punti prodotta dal Metodo delle
Penalita Sequenziali. Sia T un punto di accumulazione della sequenza {xy} che soddisfa
la sequente ipotesi:

- non esistono degli scalari a; > 0, 1 € f(:i‘), e B, j=1,...,p, non tutti nulli per
cut st ha:

> V() + ) BjVhi(x) =0.
7j=1

iel(x) =

Allora T ¢ un punto di Karush-Kuhn-Tucker.
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Capitolo 4

Condizioni di Ottimalita per
Particolari Problemi di
Ottimizzazione

4.1 Introduzione

In questo capitolo vengono descritti alcuni esempi di classi di problemi di ottimiz-
zazione le cui strutture particolari permettono di caratterizzare meglio, dal punto di
vista matematico, i loro punti di minimo rispetto alle condizioni di ottimalita descritte
nell’ultima sezione del capitolo precedente.

4.2 Problemi di programmazione convessa

Una classe importante dal punto di vista applicativo ¢ quella dei problemi di pro-
gammazione convessa. Prima di descrivere questa particolare classe di problemi di
minimizzazione, € necessario richiamare le seguenti defizioni.

Definizione 4.2.1 Dato un insieme C C IR", si dice che C' é un insieme convesso se
comunque scelti due punti x,y € C' e comunque scelto un scalare o € [0,1] si ha che

ar+ (1 —a)y e C.
Definizione 4.2.2 Sia C C IR" un insieme convesso e sia f : C — R. Si dice che f

e convessa su C se comunque scelti due punti x,y € C e comunque scelto un scalare
a € (0,1] si ha che

flaz + (1 —a)y) <af(z)+ (1 - a)f(y);

st dice che f é strettamente convessa su C' se comunque scelti due punti x,y € C, con
x #y, e comunque scelto un scalare o € (0,1) si ha che

flax + (1 —a)y) <af(x)+(1—-a)f(y).
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Definizione 4.2.3 Sia C C R" un insieme convesso e sia f : C — R. Si dice che
f € concava su C se comunque scelti due punti x,y € C' e comunque scelto un scalare

a € 0,1] st ha che

flaz+ (1 —a)y) > af(z)+ (1 —a)f(y);

st dice che f é strettamente concava su C' se comunque scelti due punti z,y € C, con
x #y, e comunque scelto un scalare o € (0,1) si ha che

flaz+ (1 —a)y) > af(z) + (1 —a)f(y).

La seguente proposizione richiama alcune delle proprieta delle funzioni convesse.

Proposizione 4.2.4 Sia C C IR" un insieme convesso aperto. Se f & continuamente
differenziabile su C allora:

(i) f é convessa su C se e solamente se per ogni x,y € C' si ha:
Fy) = f2) = V(@) (y - 2);

(ii) f é strettamente convessa su C' se e solamente se per ogni x,y € C, con x # vy,
st ha:

fly) = f(@) > Vi) (y - ).
Se f & due volte continuamente differenziabile su C allora:

(iii) f é convessa su C se e solamente se per ogni x € C si ha:

d'V2f(z)d >0 per ogni d € R

(iv) f é strettamente convessa su C se per ogni x € C' si ha:

d'V2f(x)d >0 per ogni d € IR, d#0.

Le Proprieta (i) e (ii) sono particolarmente significative, come si vedra in seguito, per
lo studio dei punti di minimo di questa classe particolare di funzioni. Le Proprieta (iii)
e (iv) sono delle utili condizioni per identificare la convessita di una funzione.

Analogamente al caso di funzioni convesse si puo stabilire la seguente proposizione che
fornisce un aiuto a riconoscere le funzioni concave.

Proposizione 4.2.5 Sia C' C IR" un insieme convesso aperto. Se f continuamente
differenziabile su C allora:

(i) f é concava su C se e solamente se per ogni x,y € C si ha:
fly) = f(z) < V@) (y —2);
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(ii) f é strettamente concava su C se e solamente se per ogni x,y € C, con x # vy, Si
ha:

fly) = fl@) < V(@) (y - ).
Se f e due volte continuamente differenziabile su C allora:

(iii) f & concava su C se e solamente se per ogni x € C' si ha:

d'V2f(x)d <0 per ogni d € R

(iv) f é strettamente concava su C se per ogni x € C si ha:

d'V2f(x)d <0 per ogni d e IR, d#0.

A questo punto si puo introdurre la classe dei problema di programmazione convessa.

Definizione 4.2.6 Si definisce problema di programmazione convessa un problema di
minimizzazione del tipo:

min  f(z)
reF

in cui F € un insieme convesso e f € una funzione convessa su F o, equivalentemente,
un problema di massimizzazione del tipo:

max  f(x)
reF

i cui F € un insieme convesso e f € una funzione concava su F.

I problemi di programmazione convessa godono di importanti proprieta descritte nei
teoremi seguenti.

Proposizione 4.2.7 (Coincidenza tra minimi locali e minimi globali) Sia F C
IR" un insieme convesso e f una funzione convessa (strettamente convessa) su F.
Allora ogni punto (un punto) di minimo locale di f su F ¢é anche (I'unico) punto di
minitmo globale.

Prova. Sia z* un punto di minimo locale di f su F. Dalla definizione (Definizione
2.1.3) di minimo locale deve esistere una sfera aperta B(z*; p) con p > 0 tale che

f(z*) < f(y), perogni ye€ B(z*5p)NF. (4.1)
Sia x un qualsiasi altro punto di F. Dalla convessita di F si ha che

z(a) = (1 —a)x* + ax € F, per ogni a € |0,1].
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Poicheé per a = 0 si ha z(0) = z*, ¢ possibile trovare un valore & € (0, 1] tale che
z(a) = (1 —a)z* + azx € B(z*;p) N F.
Da cui, sfrutttando la relazione (4.1), si ottiene:
7@ < F((a)).
Utilizzando la convessita della funzione obiettivo si ha:
f(@") < f(z(@) = F(1—@)2" + ax) < (1 - a)f(z") + af(z),

che, ricordando che & > 0, implica:

f@®) < f(=). (4.2)

Poiche il punto z ¢ stato scelto arbitrariamente in F, la relazione (4.2) dimostra che il
punto £* € un minimo globale.
Se la funzione & strettamente convessa si ha, invece:

f(@") < f(z(@) = F(1 = a)2™ + ax) < (1 - a)f(z") + af(z),

da cui:
f(@*) < f(=),

che implica che z* & 'unico minimo globale. O

Proposizione 4.2.8 (Coincidenza tra punti stazionari e minimi globali) Sia
f una funzione (strettamente) convessa e continuamente differenziabile su IR". Allora

un punto stazionario di f su IR™ é un minimo globale (I'unico minimo globale) di f su
R".

Prova. Sia z* un punto stazionario di f su IR", cioé un punto tale che:
Vi(*)=0.

Comunque scelto = € IR", se la funzione f & convessa, il punto (i) della Proposizione
4.2.4 assicura che:

f(@) = f(a*) = V@) ' (z—a*) =0,

mentre se la funzione f & strettamente convessa il punto (ii) della stessa proposizione
implica che:

f(@) = f@*) > Vi) (xz—-2") =0 con xr # ",

Le due precedenti relazioni dimostrano ’enunciato del teorema. O
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Proposizione 4.2.9 (Coincidenza tra punti di Karush-Kuhn-Tucker e minimi
globali) Sia dato il sequente problema vincolato

min f(x)
gi(x) <0, i=1,...,m (4.3)
Te—b;=0 j=1,...,q
e sia f una funzione (strettamente) convessa e continuamente differenziabile su IR",
siano g;, i = 1,...,m, delle funzioni convesse e continuamente differenziabili su IR".

Allora un punto di Karush-Kuhn-Tucker del Problema 4.3 é un minimo globale (I’unico
minimo globale) del Problema 4.3.

Prova. Prima di tutto si puo dimostrare che 'insieme ammissibile del Problema 4.3¢
un insieme convesso. Infatti comunque presi due punti Z e Z tali che:

9i(2) <0, i=1,...,m, ajri—bjzo, i=1,...,q,
gi() <0, i=1,...,m, ali—b;j=0, j=1,...,q,
si ha che il punto z = aZ + (1 — «&)Z, per ogni « € [0, 1], soddisfa:
9:(Z) = gi(az + (1 — @)7) < agi(2) + (1 — a)g;(z) <0, i=1,...,m,
aff—bj:a?(ai+(l—a) )—bj=abj+ (1 —a)b; —b; =0, j=1...,q

Sia «* un punto di Karush-Kuhn-Tucker del Problema 4.3 e siano A\* e u* i corrispon-
denti moltiplicatori. Sia, ora, x € IR" un qualsiasi punto ammissibile per il Problema
4.3, cioe un punto che soddisfa

gi(x) <0, i=1,...,m, aJTxfbj:O, i=1,...,q. (4.4)
Si ha che A\* > 0 ed utilizzando la (4.4) si ha
Argi(x) <0, i=1,...,m, (4.5)

da cui, utilizzando di nuovo la (4.4), si ha:

m q
F@) = f@)+ ) Ngi(z) + > pi(afz—1b;). (4.6)
i=1 j=1
Dal fatto che f e g;, i =1,...,m sono convesse e continuamente differenziabili e dalla

linearita dei vincoli di uguaglianza si ha:

f(@) > f(a*) + V@) (2 - a¥),

gi(xz) > gi(z*) + Vgi(z") T (z — 2¥), i=1,...,m (4.7)

a;fm—bj:af(x—x*), ji=1,...,q.

Utilizzando le relazioni (4.7) nella (4.6) si ottiene:

f(z) > f@)+Vf(a")T (z—a* +ZA* (9i(z*) + Vgi(a™) " (z — 2* +Zuj J—aY).
(4.8)
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che puo essere riscritta mettendo in evidenza il vettore (z — z*):

T

F@) = f@)+ D Ngila™) + | V@) + ) N Vai(a®) + > phay | (x—2%). (4.9)
i=1 i=1 j=1

da cui, tenendo conto che Vh; = a;, j =1,...,q, si ottiene:
f@) > f@) + > Agi(z™) + Ve L(a* X 1) (2 — 2%). (4.10)
=1

Poiche, x* & un punto di Kuhn-Tucker si ha che:
Vo L(z*, X", u*) =0, Agi(z*) =0, i=1,...,m. (4.11)

In conclusione la (4.10) e la (4.11) implicano che, comunque scelto un punto ammissibile
x per il Problema 4.3, si ha

flz) = f(a").
Che dimostra che il punto di Kuhn-Tucker z* € un minimo globale del Problema 4.3.

Se la funzione f fosse strettamente convessa allora la prima delle relazioni (4.7) potrebbe
essere sostituita da

fl@) > f(a*) + Vf(z") (& —2%)

Ripetendo gli stessi passaggi fatti in precedenza, si arriverebbe alla conclusione che,
comungque scelto un punto ammissibile x per il Problema 4.3, si avrebbe

f(@) > f(z"),

dimostrando che il punto z* € 'unico minimo globale del Problema 4.3. O

4.3 Problemi di programmazione concava

Un’altra classe di problemi di minimizzazione particolarmente importante ¢ quella dei
problemi di programmazione concava. Infatti questi particolari problemi di ottimizza-
zione sono in grado di modellizzare numerosi problemi che nascono nel campo dell’e-
conomia. Inoltre e possibile dimostrare che, sotto opportune ipotesi, molti problemi
di ottimizzazione combinatoria possono essere trasformati in problemi (continui) di
programmazione concava.

Si definisce problema di programmazione concava un problema di minimizzazione del
tipo:
min f(z)
zeF
in cui F & un insieme convesso e f € una funzione concava su F o, equivalentemente,
un problema di massimizzazione del tipo:

max f(x)

reF
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in cui F e un insieme convesso e f € una funzione convessa su F.

I problemi di programmazione concava sono molto piu “difficili” di quelli convessi. La
difficolta principale risiede nel fatto che i problemi concavi presentano normalmente
molti punti di minimo locale che non sono punti di minimo globale.

Tuttavia, la particolare struttura della funzione obiettivo di questi problemi fornisce
comunque informazioni importanti circa i suoi punti di minimo globale. Infatti la
seguente proposizione dimostra che le soluzioni ottime dei problemi di programmazione
concava, ove esistano, appartengono alla frontiera dell’insieme ammissibile.

Teorema 4.3.1 (Assenza di soluzioni ottime interne) Sia F C IR" un insieme
convesso e sia f una funzione concava e non costante su F. Allora, se esiste un punto
di minimo globale di f su F, questo appartiene alla frontiera di F.

Prova. Supponiamo che il problema ammetta soluzione e che z* sia una soluzione
ottima. Poiche, per ipotesi, f non & costante su F deve esistere un punto & € F tale
che

f(@) > f(z7).

Supponiamo ora che x € F sia un punto interno all’insieme ammissibile. Deve allora
esistere una sfera aperta B(z;p) con centro in x e raggio p > 0 tutta contenuta in F.
Sulla retta passante per & e x possiamo allora determinare un y € B(x; p) C F tale che
x appartenga al segmento di estremi Z e y e risulti y # x, ossia possiamo trovare un «
con 0 < a < 1 tale che

r=(1—-a)t+ ay.

Per la concavita di f e l'ipotesi che sia f(z) > f(z*), tenendo conto del fatto che
f(y) > f(x*) e che 1 — a > 0 (perche y # z), si ottiene:

f(@) = (1= a)f(@) +af(y) > (1 —a)f(z") +af (@) = f(z).

Cio dimostra che f(x) > f(x*) e quindi che non puo esistere una soluzione ottima in
un punto interno. O
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Capitolo 5

Dualita per 1 Problemi di
Programmazione Non Lineare

5.1 Introduzione

In questo capitolo viene introdotta la teoria della dualita nel campo della program-
mazione matematica. Tale teoria fornisce risultati particolarmente importanti sia dal
punto di vista teorico che da quello algoritmico.

In particolare la teoria della dualita permette di associare ad un dato problema di
ottimizzazione un suo Problema Duale. Sotto determinate ipotesi il Problema Duale
puo presentare stretti legami con il problema di partenza (detto Problema Primale)
e, allo stesso tempo, avere un struttura piu favorevole per eventuali analisi teoriche
oppure piu adatta ad essere sfruttata dal punto di vista computazionale.

5.2 Problema Primale Generale e Punti di Sella

Come punto di partenza della trattazione fatta in questo capitolo si considera il seguente
problema di minimizzazione:

min f(x)

st. g(x) <0 (5.1)
h(z) =0
e X,

dove f:R" - R, g:IR" - R™, h: R" - R e X CIR".
Quindi, in questo caso, I'insieme ammissibile ¢ dato da:
F={zrxeX: g(z)<0, h(z)=0} (5.2)

In connessione al precedente problema di minimo (5.1) si puo richiamare la funzione
Lagrangiana L : IR" x IR™ x IRP — R data da:

L(z, X, 1) = f(z) + AT g() + u" h(z), (5:3)
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e si puo introdurre la seguente definizione di punto di sella della funzione Lagrangiana
(5.3).

Definizione 5.2.1 Una tripla (z,\, i) conz € X, A€ R™, A >0 e i € RP ¢ detta
punto di sella della funzione Lagrangiana (5.3) se per ogni x € X, per ogni A € R™,
A >0 e per ogni p € IRP

L(z, M\ p) < L(z, M\ i) < L(x, A, fi). (5.4)

Nel seguito, dato un punto di sella (Z,\, i), i corrispondenti vettori (), /i) vengono
indicati come moltiplicatori di Lagrange per distinguerli da quelli di Fritz-John o quelli
di Karush-Kuhn-Tucker precedentemente introdotti.

Attraverso l'esistenza di punti di sella e possibile dare una importante condizione
sufficiente di ottimalita per il Problema 5.1.

Teorema 5.2.2 Siano f € C(IR") eg; € C(IR"), per ognii=1,...,m, e h; € C(R"),
per ogni j = 1,...,p. Se (z*,\*,u*) e un punto di sella della funzione Lagrangiana
(5.3) allora valgono le sequenti relazioni:

e X, g(x*) <0, h(z*)=0 ammissibilita primale (5.5)
AF>0, i=1,...,m, ammissibilita duale (5.6)
L(z*,\*,u") = gél)f(l L(xz,\*, "), ottimalita Lagrangiana (5.7)
Agi(z*)=0, i=1,...,m, complementarita. (5.8)

Inoltre il punto x* & un minimo globale del Problema 5.1

Prova. Sia (z*, \*, p*) un punto di sella della funzione Lagrangiana (5.3).

Dalla disuguaglianza di sinistra della (5.4) segue che, per ogni A € IR™, A > 0 e per
ogni p € IRP, si ha:

m p m p
F@) +D Nigi@®) + ) pihy(a*) < f(@) + D Ngi@) + Y wihy(x*),
i=1 Jj=1 i=1 j=1
da cui segue:

(g = pj)hi(z") < 0. (5.9)

m p
=1

Z(Ai = ADgi(z") + ‘

=1 J

Se, perogni l =1,...,m,sipone \; = A\f +1, \; = A\j,peri=1,...,mei #1, esi
pone p; = pj, per j=1,...,p, la (5.9) implica:

gi(z*) <0, l=1,...,m. (5.10)
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Se, per ognif: 1,...,p, si pone ,uizu;f+1, Wi =p;, per j=1,....pej #Z, e si
pone \; = A}, per i =1,...,m, la (5.9) implica:

hi(z*) <0, I=1,...,p (5.11)
Se, per ogni [ = 1,...,p, si pone y; = le -1, p; = ,u;-, perj=1,....pej# Z, e si
pone \; = A}, per i =1,...,m, la (5.9) implica:

—hi(z*) <0, I=1,...,p. (5.12)
Ricordando che, per la definizione (5.2.1) di punto di sella, si ha che z* € X, le relazioni

(5.10), (5.11), (5.12) dimostrano che il punto z* ¢ ammissibile per il Problema 5.1 e
che le relazioni (5.5) sono verificate.

La relazione (5.6) segue nuovamente dalla definizione (5.2.1) di punto di sella.
La relazione (5.7) deriva invece dalla disuguaglianza di destra della (5.4).

Utilizzando di nuovo la disuguaglianza di sinistra della (5.4), ponendo A =0 e pu =0,
e ricordando che h(z*) = 0 si ottiene che:

(\*)Tg(a") > 0. (5.13)
Poiche A* > 0 e g(z*) < 0 si ha che:

(AT g(z*) < 0. (5.14)
Le (5.13) e (5.14) dimostrano la relazione (5.8).

Per finire, la disuguaglianza destra della (5.4) e le relazioni (5.5) e (5.8) danno luogo a:

fla®) < fl@) + (W) g(2) + (1) h(z), (5.15)

da cui, ricordando che A* > 0, segue che
F(z*) < f@) + (W) g(x) + () h(z) < f(2), (5.16)
per ogni x ammissibile (cio¢ ogni z € X, tale che g(x) < 0 e h(zx) = 0). Quindi, la
(5.16) dimostra che z* & un minimo globale del Problema 5.1. O

Il precedente risultato stabilisce una condizione sufficiente di ottimalita in termini di
esistenza di moltiplicatori di Lagrange. Infatti il teorema afferma che se in un punto
x* € X esistono dei moltiplicatori di Lagrange (\*, 1*) (cioe tali che (z*, \*, u*) € un
punto di sella) allora * & un minimo globale del Problema 5.1.

In generale non si puo stabilire una condizione necessaria analoga. Infatti se * € un
minimo globale del Problema 5.1 non esistono necessariamente dei moltiplicatori di
Lagrange (\*, u*) cioe dei moltiplicatori tali che (x*, A*, p*) € un punto di sella. Per
poter garantire I’esistenza di tali moltiplicatori e necessario richiedere delle ipotesi sulla
funzione obiettivo e sui vincoli.

Nel caso di problemi di problemi convessi e differenziabili si puo stabilire ’equivalenza
tra i punti di sella e i punti di Karush-Kuhn-Tucker e, quindi, I’equivalenza tra i molti-
plicatori di Lagrange e quelli di Karush-Kuhn-Tucker. Tale equivalenza & mostrata dal
seguente teorema in cui, per semplicita, si pone X = IR".
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Teorema 5.2.3 Siano f € CY(R"), gi € C*(R™), per ogni i = 1,...,m, e hj €
CY(IR™), per ogni j = 1,...,p. Si assuma che le funzione f e g;, per ognii=1,...,m,
siano convessa su IR" e che le funzioni hj, j=1,...,p siano lineari.

Sia, inoltre, X = IR™ nel Problema 5.1.

Allora (x*, \*, u*) € un punto di sella della funzione Lagrangiana (5.3) se e solamente
se x* & un punto di Karush-Kuhn-Tucker del Problema 5.1 e due vettori \* € R™,
w* € IRP sono i corrispondenti moltiplicatori.

Prova. Sia x* un punto di Karush-Kuhn-Tucker del Problema 5.1 e siano i due vettori
A* € R™, p* € IR? i corrispondenti moltiplicatori. Quindi la tripla (z*, \*, u*) soddisfa

le condizioni (3.52). Dalla convessita di f e di g;, ¢ = 1,...,m e dalla linearita dei
vincoli di uguaglianza hj, j =1,...,p, si ha:
f(z) > fz) + V) (z - z%), (5.17)
gi(z) > gi(z*) + V(") (x — z¥), i=1,...,m (5.18)
hj(z) = hj(@*) + Vhij(z*) (. —2%),  j=1,...,p, (5.19)
per ogni z € IR". Ora, moltiplicare ognuna delle (5.18) per A, i =1,...,m, e sommarle
per i = 1,...,m; moltiplicare ognuna delle (5.19) per K. j=1,...,m, e sommarle per
j=1,...,p. Sommando poi entrambi le disuguaglianze cosi ottenute,con la (5.17) si
ottiene per ogni x € IR™:
Lz, A i) = L(a*, X', 1*) + Vo L(a™, N, 1) (@ — ). (5.20)

Ricordando che in un punto di KKT si ha V,L(z*, A*, u*) = 0, dalla (5.20) segue che:
L(x, \*, u*) > L(x™, \*, u*) per ogni x € R" (5.21)

Dalla definizione di punto di KK T si ha anche che g(z*) < 0, h(z*) = 0e (A\*)Tg(z*) =0
da cui segue

L(z*, A\, p) < L(z*,\*, ") perogni (A p)e R*xIRP A>0. (5.22)
Le (5.21) e (5.22) dimostrano che (z*, A*, u*) & un punto di sella della funzione Lagran-
giana (5.3).

Sia ora (z*, \*, 1*) un punto di sella della funzione Lagrangiana (5.3) dalle (5.5)-(5.8)
del Teorema 5.2.2 si ha:

g(z*) <0, h(z*)=0, A*>0, (\)g(=*) =0, (5.23)
L(z*, N, u*) = Inin, L(z, \*, pu"). (5.24)

Dalla (5.24) segue che il punto z* ¢ il minimo globale non vincolato della funzione
L(z, \*, p*) quindi dal Teorema 3.2.1 segue che:

Vo L(z*, X", u*) = 0. (5.25)

143



La (5.23) e la (5.25) garantiscono che z* ¢ un punto di Karush Kuhn Tucker del
Problema 5.1 e due vettori \*, p* sono i corrispondenti moltiplicatori. [

Percio il precedente teorema implica che, per i problemi convessi, le ipotesi di regola-
rita dei vincoli che garantiscono ’esistenza dei moltiplicatori di Karush-Kuhn-Tucker
garantiscono anche l’esistenza dei moltiplicatori di Lagrange.

Osservazione. Si assuma che, per ogni coppia (A, x) con A > 0, il seguente problema
abbia soluzione

i AT Th(z)} = min L(z, \, ). 5.26
min {f () + A" g(z) + p" h(w) } = min L(z, A, p) (5.26)
Un caso, in cui la precedente ipotesi ¢ soddisfatta, ¢ quando l'insieme X & compatto
(Teorema di Weierstrass).

Se il problema (5.26) & ben definito, un punto di sella (z*, \*, u*) puo essere ottenuto
risolvendo il seguente problema

max {minL(:v, A,u)} (5.27)

Ap rzeX
A>0
Infatti, per ogni (A, ) con A > 0, si ha dalla (5.5)

géi;(l[/(m, A,M) < L(JJ*,)\,,U,) < f(x*) (528>

La (5.7), la (5.6) e la (5.8) assicurano che per ogni (A, p) con A > 0 si ha:

mi}{lL(x,)\,y,) < L(x*, A\ p) < f(z*) = L(z™, N\, u*) = mi)r(lL(x,)\*,u*). (5.29)
Te €

5.3 Problema Duale Lagrangiano

La teoria della dualita ha come obiettivo quello di associare ad un dato problema, un
problema alternativo la cui soluzione dia informazioni importanti sul problema di par-
tenza. I risultati visti nella sezione precedente indicano che il Problema 5.1 puo essere
risolto determinando i punti di sella. La teoria della dualita di Lagrange (considerata in
questa sezione) e quella di Wolfe (descritta nella sezione successiva) traggono ispirazio-
ne dal fatto che, sotto certe ipotesi, un punto di sella puo essere determinato risolvendo
il Problema 5.27.

Il Problema 5.1 viene definito Problema Primale a cui puo essere associato il seguente
Problema Duale Lagrangiano:

st. A>0, (5.30)

144



dove la funzione ¢ : R™ x IRP — R ¢ data da:

p(\, ) = inf {f(2) +Ng(z) +p"h(@)} = inf L(w, A, pr). (5.31)

Si puo osservare che la funzione ¢(A, 1) non & altro che il Problema 5.26 in cui il min
e sostituito dal inf per tenere conto che, in generale, il Problema 5.26 potrebbe non
avere soluzione.

Riguardo i legami tra il Problema Primale 5.1 e il Problema Duale 5.30 un risultato
importante ¢ il seguente.

Teorema 5.3.1 (Dualita Debole) Siano f € C(R") e g; € C(IR"), per ogni i =
1,...,m, e hj € C(R"), per ogni j =1,...,p. Comunque preso un punto ammissibile
per il Problema Primale 5.1, cioé x € F (dove F é linsieme ammissibile del Problema
Primale 5.1 dato dalla (5.2)) e comunque preso un punto ammissibile per il Problema

Duale 5.30, cioé (A, pn) € R™ x IRP e A > 0 si ha:

(A p) < f(z). (5.32)

Prova. Dalla definizione di ¢ e poiché z € X, g(x) < 0e h(z) =0, A > 0, si ha che
o\, ) = inf {f(Z) +Mg(2) +p' h(@)} < f(2) + N g(2) + p'h(z) < f(2),
che dimostra il teorema. O

Dal precedente teorema seguono immediatamente alcune proprieta descritte nel pros-
simo corollario.

Corollario 5.3.2 Siano f € C(IR") e g; € C(R"), per ogni i = 1,...,m, e h; €
C(IR™), per ogni j = 1,...,p. Le sequenti proprietd valgono:
i)

sup p(A, p) < inf f(z).
A>0 TeF

ii) Se un punto (X, i) € R™ x IRP con A > 0 ed un punto & € F sono tali che

p(A. 1) = f(2).
Allora (\, i) & soluzione del Problema Duale 5.30 e T ¢ soluzione del Problema
Primale 5.1.
iii) Se
inf _
Inf f(z) = —co,
allora
QD()\,H) = — 00,

per ogni (A, ) € IR™ x IRP con A > 0.
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iv) Se

sup (A, ) = oo,
A>0

allora
F =10.

Prova. Il punto i) discende immediatamente dal Teorema 5.3.1. Sempre dal Teore-
ma 5.3.1, per ogni (A, ;) ammissibile per il problema duale si ha

e quindi (), fi) & una soluzione ottima del problema duale. Analogamente, per il
Teorema 5.3.1, per ogni z ammissibile per il problema primale vale

fz) = o\ i) = f(2)

e quindi Z & soluzione ottima del problema primale. Il punto 4ii) discende immedia-
tamente dal Teorema 5.3.1. Il punto iv) discende dalla semplice osservazione che se
esistesse un punto ammissibile per il problema primale (ovvero F # ()) allora, per la
(5.32), il problema duale sarebbe limitato. O

In base ai risultati precedenti (Teorema della dualita debole) si ha che, se z* ¢ una
soluzione ammissibile del Problema Primale 5.1 e (A*, 4*) € una soluzione ammissibile
del Problema Duale 5.30, in generale & vera la seguente disuguaglianza:

e(N*, 1*) < f(z¥).

Quando e vera la disuguaglianza stretta, cioe:

(A%, ") < f(a7)

si dice che c¢’e un gap di dualita.

Quando si ha 'uguaglianza, cioe:
(A p") = f(z7)
si dice che non c¢’¢ un gap di dualita oppure che gap di dualita é zero.

Il prossimo teorema mostra una condizione sufficiente ad assicurare che non c’¢ un gap
di dualita.

Teorema 5.3.3 (Dualita Forte) Siano f € C(IR") e g; € C(R"), per ogni i =
1,...,m, e h; € C(R"), per ogni j = 1,...,p. Se in corrispondenza ad un punto
x* € R" esistono dei moltiplicatori di Lagrange (A\*, p*) € IR™ x IRP, cioé tali che la
tripla (x*, \*, u*) € un punto di sella della funzione Lagrangiana (5.3). Allora (\*, u*) é
soluzione del Problema Duale 5.30 e x* ¢é soluzione del Problema Primale 5.1 ed inoltre
st ha:

(A", 1*) = f(a7).
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Prova. Dalla definzione di ¢ si ha:

p(N"p7) = inf {f(z) + (A g(x) + () h(2)} - (5.33)

Ricordando le (5.5)-(5.8) del Teorema 5.2.2 si ottiene:
e\, 1*) = gg)f(L(x,)\*,u*) = L(z*, \*, %) = f(z¥). (5.34)
Questa uguaglianza e il punto ii) del Corollario 5.3.2 dimostrano il teorema. O

Una conseguenza del precedente teorema e il fatto che, se in una coppia primale-duale
c¢’e¢ un gap di dualita, allora I’insieme dei moltiplicatori di Lagrange ¢ vuoto.

Il precedente teorema descrive una condizione solamente sufficiente. Infatti c¢i possono
essere coppie di problemi primali-duali che non presentano un gap di dualita ma che
possono non avere moltiplicatori di Lagrange.

Il Teorema 5.2.3 descrive delle condizioni sufficienti ad assicurare 1’esistenza dei mol-
tiplicatori di Lagrange e, quindi per il Teorema 5.3.3, queste condizioni garantiscono
I’assenza del gap di dualita.

Esempio. Si consideri il seguente problema:

1
min i(x% + 23) (5.35)
221 + 20 < —4.

La Proposizione 2.2.6 assicura che il problema precedente ha una soluzione ottima. Uti-
lizzando la convessita della funzione obiettivo e la linearita del vincolo, il Teorema 3.4.4
assicura l’esistenza di un punto di Karush-Kuhn-Tucker ed il Teorema 5.2.3 ’esistenza
dei moltiplicatori di Lagrange. Il Teorema 5.3.3 garantisce, infine, 1’assenza del gap di
dualita.

La funzione lagrangiana ¢ data da:

1
L(z,\) = 5(:nf + 22) + A(2x1 + 22 + 4).

Il minimo non vincolato z(\) della funzione convessa L(-,\) ¢ dato dalle seguenti
relazioni:

OL(z(A), ) _ _
B — =x(A)1+2X =0
OL(z(A),A) _
B T— =z(A\)2+A=0,
che implicano:
x(A)1 = =2 (5.36)
() = —A 5.37)



Dalla definizione di ¢()) (5.31), dalle (5.36) e (5.37) si ottiene:

©(A) = min L(z,\) = L(z(\),\) = 5

—ZX2 4.
rzelR™ 2

Dalla concavita della ¢(\) si ha che la soluzione del problema duale puo essere ottenuto
dalla condizione

dp(X7) )
o —5\*4+4=0,
che implica:
. 4
A= £’ (5.38)
Dalla (5.38) si ottiene:
« 8
T = —g
« 4
1132 = —g

5.4 Problema Duale di Wolfe

In questa sezione viene considerata una classe piu ristretta di problemi primale rispetto
a quella di Sezione 5.2. In particolare, si fa riferimento alla classe considerata nel
Teorema 5.2.3 dove X = IR" ed il problema ¢ descritto da

min f(x)
gi(x) <0, i=1,....,m (5.39)

al

je—bj=0 j=1,...,¢

dove f & una funzione convessa e continuamente differenziabile su R* e g;, i =1,...,m,
sono funzioni convesse e continuamente differenziabili su IR".

Sotto le precedenti ipotesi, per ogni coppia (A, i), con A > 0, la funzione Lagrangiana
L(-,\, ) & una fuzione convessa nella variabile z. Percio, la Proposizione (4.2.8),
assicura tutti i minimi globali non vincolati del Problema (5.26) sono dati dall’insieme:

e R": VxL(x, A, u) = 0.
In base alle seguenti considerazioni, al Problema Primale (5.39) si puo associare il
seguente Problema Duale di Wolfe:

max L(z, \, p)
VaL(x, A\, ) =0 (5.40)
A >0,
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in cui il vincolo di uguaglianza serve ad imporre che i punti x considerati siano punti
di ottimo del Problema (5.26).

Per la precedente coppia di problemi primale-duale si puo stabilire un primo risultato
analogo alla dualita debole del Problema Duale Lagrangiano.

Teorema 5.4.1 (Dualita di Wolfe Debole) Sia f € C1(IR") e convessa su IR", sia-
no g; € C*(IR™) e convesse su IR™ per ognii = 1,...,m e siano i vincoli di uguaglianza
lineari. Comunque scelto un punto & € R™ ammissibile per il Problema Primale (5.39)
e comunque scelto un punto (Z, \, i) ammissibile per il Problema Duale (5.40) si ha:

L(# A\ 1) < f(2). (5.41)

Prova. Dalla convessita e differenziabilita di f si ha:

f(@) > f(@) + Vi@ (z- 7). (5.42)
Poiche il punto (&, A, ) & ammissibile per il Problema Duale (5.40) si ha:
m B p
VIE) == AVa(@) - fa;. (5.43)
i=1 j=1
Sostituendo la ((5.43)) nella ((5.42)) si ottiene:
m P
F@) > f(@) =Y AVag@T (@ —2) - ja] (T - 7). (5.44)
i=1 j=1
Utilizzando la convessita delle g;, i = 1,...,m, il fatto che \; > 0 e che a;‘-Fi‘ = b; si ha
dalla ((5.44))
m ~ p
F@) = f(@) + Y Nilgi(@) — 9:(2) + Y fij(a] & — by). (5.45)
i=1 j=1
da cui, ricordando che ¢;(z) <0 e \; > 0 per ogni i = 1,...,m, si ottiene:
m B P B
F(@) 2 f(@) + ) Nigi(@) + Y fjlaj & —b;) = L(T, A, 1) (5.46)
i=1 Jj=1
che dimostra il teorema. O

Dal precedente teorema e dalla struttura dei Problemi (5.39) e (5.40) segue il seguente
corollario.

Corollario 5.4.2 Sia f € CY(IR") e convessa su IR™, siano g; € C*(IR") e convesse su
IR"™ per ognii =1,...,m e siano i vincoli di uguaglianza lineari. Le sequenti proprieta
valgono
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i) Se esistono un punto T ammissibile per il Problema Primale (5.39) ed un punto
(T, A\, 1) ammissibile per il Problema Duale (5.40) tali che:

L(Z, M\ 1) = f(&), (5.47)

allora & & una soluzione ottima per il Problema Primale (5.39) e (#, A, i) & una
soluzione ottima per il Problema Duale (5.40).

ii) Se il Problema Primale (5.39) é illimitato inferiormente allora il Problema Duale
(5.40) é non ammissibile.

iii) Se il Problema Duale (5.40) é illimitato superiormente allora il Problema Primale
(5.39) & non ammissibile.

Prova. Punto i). Dalla ((5.47)) e dalla ((5.41)) segue che, per ogni punto (z, A, )
ammissibile per il Problema Duale (5.40) si ha:

L(#,\ 1) = f(®) > L(&,A, 1), (5.48)
mentre per ogni punto ammissibile x per il Problema Primale (5.39) si ha:

f(@) = L(@,\ ) < f(2). (5.49)

Le due precedenti relazioni provano che z ¢ una soluzione ottima per il Problema
Primale (5.39) e (Z, A, [i) € una soluzione ottima per il Problema Duale (5.40).

Punti ii) e iii). Se esistesse un punto ammissibile per il Problema Duale (5.40), la
((5.41)) implicherebbe che il Problema Primale (5.39) sarebbe limitato inferiormente.
Analogamente se esistesse un punto ammissibile per il Problema Primale (5.39), la
((5.41)) implicherebbe che il Problema Duale (5.40) sarebbe limitato superiormente. [

Nella precedente sezione si € dimostrato che, per i problemi di programmagzione convessa
del tipo (5.39), i punti di sella della funzione Lagrangiana L coincidono con i punti di
Karush-Kuhn-Tucker. Inoltre il Teorema (4.2.9) o il Teorema (5.2.2) mostrano che
questi punti identificano dei minimi globali del Problema (5.39).

I1 prossimo teorema mostra che ogni tripla di Karush-Kuhn-Tucker (punto di sella) ¢
una soluzione ottima del Problema Duale di Wolfe (5.40).

Teorema 5.4.3 (Dualita di Wolfe Forte) Sia f € C'(IR™) e convessa su IR®, siano
gi € CY(IR"™) e convesse su IR" per ogni i = 1,...,m e siano i vincoli di uguaglianza
lineari. Sia x* un punto di Karush-Kuhn-Tucker del Problema Primale (5.39) e siano

(N*, 1*) @ relativi moltiplicatori. Allora il punto (x*, \*, u*) é una soluzione ottima del
Problema Duale (5.40) e si ha:

L(z*, N, 1*) = f(z). (5.50)
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Prova. Se (z*,\*,u*) € una tripla di Karush-Kuhn-Tucker soddisfa le condizioni
((3.52)) e, in particolare, soddisfa tutti i vincoli del Problema Duale (5.40). Inoltre
dalla complentarita (A\*)Tg(z*) = 0 e dall’ammissibilita si ha:

L(z* A", p) = f(2*) + (A g(@") + (u*)Th(z") = f(a). (5.51)
La prova del teorema segue dalla ((5.51)) e dal punto i) del Corollario (5.4.2) O

Il precedente risultato ed il punto i) del Corollario (5.4.2) assicurano che, risolvendo il
Problema Duale, si puo ottenere il valore ottimo della funzione obiettivo del Problema
Primale. Purtroppo, anche se le sue ipotesi sono verificate, il Teorema (5.4.3) non
garantisce che, risolvendo il Problema Duale, si ottiene sicuramente una soluzione del
Problema Primale. Infatti il teorema assicura che il punto (z*, \*, u*) (dove z* ¢ una
soluzione ottima del Problema Primale) ¢ una soluzione ottima del Problema Duale,
ma, quest’ultimo potrebbe avere pitt di una soluzione. Quindi, risolvendo il Problema
Duale, potremmo trovare un punto (z, A, fi) (distinto da (2*, \*, u*)) che soddisfa

L(z, )\ i) = f(z"),

ma che contiene un sottovettore Z che non ha nessuna relazione con il Problema Primale.

Richiedendo ulteriori ipotesi sul problema di partenza (5.39) € possibile assicurare che
la soluzione ottima del Problema Duale fornisce anche la soluzione ottima del Problema
Primale. Un esempio di un tale risultato e il seguente teorema.

Teorema 5.4.4 Sia f € C'(IR") e convessa su IR™ e siano g; € C*(IR™) e convesse su
R" per ogni i = 1,...,m. Si assuma che il Problema Primale (5.39) abbia un punto
di Karush-Kuhn-Tucker z*. Se il punto (&, 5\,,&) e una soluzione ottima del Problema
Duale (5.40) e la funzione Lagrangiana L(x,j\,,a) e strettamente convessa in & allora
T =x* & una soluzione del Problema Primale (5.39) e si ha:

f(x*) = L(&, A 1) (5.52)

Prova. (La prova non fa parte del programma dell’esame). Si assuma per
assurdo che T # z*.

Siano (A*, u*) i relativi moltiplicatori di Karush-Kuhn-Tucker del punto z*. Dal Teo-
rema (5.4.3) si ha che la tripla (z*, \*, 4*) ¢ una soluzione ottima del Problema Duale
(5.40) e, quindi si ha:

L(z*, X, 1*) = L(&, A, f1). (5.53)

Dalla ipotesi che la funzione Lagrangiana L(z, 5\, fi) & strettamente convessa in Z e dal
punto ii) della Proposizione (4.2.4) si ottiene

L(z*, A, 1) > L(#, A, o) + Vo L(&, A, )T (2" — 2). (5.54)

poiche il punto (&, A, /i) & ammissibile per il Problema Duale (5.40) si ha che V, L(#, A, i) =
0 quindi la ((5.54)) diventa:

L(z*, A\ i) > L(&, A, o) = L(z*, \*, "), (5.55)
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da cui segue che:
Ng(a®) > () Tg(a"). (5.56)

Ricordando che (z*, \*, u*) € una tripla di Karush-Kuhn-Tucker e, percio, soddisfa la
complementarita (\*)?g(2*) = 0, si ha:

Mg(z*) >0, (5.57)

che contraddice il fatto che il punto (Z, 5\, i) & ammissibilg per il Problema Duale ed il
punto z* ¢ ammissibile per il Problema Primale, quindi, A > 0 e g(z*) < 0.

Tenendo conto che (z*, A\*, u*) € una tripla di Karush-Kuhn-Tuker si ha anche
L(&, A\ 1) = L(z*, N, 1) = f(z*). (5.58)
O

Riguardo I’assunzione che la funzione Lagrangiana L(z, A, i) sia strettamente convessa
in ¢ da notare che ¢ soddisfatta se la la funzione obiettivo & strettamente convessa
oppure se & strettamente convesso un vincolo di disuguaglianza g;(#) a cui corrisponde
un moltiplicatore Ai > 0.

5.5 Problemi Quadratici

In questa sezione vengono descritti alcuni risultati riguardanti la teoria della Dualita
di Wolfe applicata alla seguente classe di problemi di ottimizzazione:

1
min §xTQx + Tz (5.59)
Az < b,

con z € R", Q € R™™ ¢ simmetrica e semidefinita positiva, ¢ € IR"*, A € R™*" e

beR™.

Il primo risultato descrive la particolare forma che assume il Problema Duale di Wolfe
quando il Problema Primale ¢ della forma ((5.59)).

Proposizione 5.5.1 Considerato il Problema Primale ((5.59)), il suo Problema Duale
di Wolfe & dato da:

1
min §I‘TQ.Z‘ + b7\
Qr+ATA+¢c=0 (5.60)
>0,

con A € R™.
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Prova. Applicando la definizione di Duale di Wolfe (5.40) si ottiene:

1

max ixTQ;r + e+ N (Az —b)
Qr+ AT A+c=0
A > 0.

Riscrivendo la funzione obiettivo si ottiene:
1
max —§mTQ:c +27(Qz + ¢+ ATX) — Xb
Qr+ AT +c=0
A>0.

Tenendo conto del vincolo di uguagianza nella funzione obiettivo dell’ultima fomulazio-
ne si ottiene la prova della proposizione. [

Dal Teorema (5.4.4) si ha invece il seguente risultato.

Proposizione 5.5.2 Si consideri il Problema (5.59), si assuma che il suo insieme
ammissibile non sia vuoto e che la matrice Q € R™ ™ sia definita positiva. La soluzione
ottima del Problema ((5.59)) é data da:

Tt = —Q_l(AT)\* +C),
dove \* ¢ una soluzione ottima del sequente problema:

min %/\TAQ*AT)\ +(AQ e+ B)TA (5.61)
A0,
con A € R™.

Prova. Dalla Proposizione (2.2.8) e dal punto iv) della Proposizione (4.2.4) si ha che
la funzione obiettivo del Problema (5.59) ¢ coerciva e strettamente convessa.

I1 Teorema (2.2.6), il Teorema (3.4.4) ed il Teorema (4.2.9) assicurano che il Problema
(5.59) ha una unica soluzione x*.

Il Teorema (5.4.4) indica che il punto ottimo z* puo essere ottenuto risolvendo il Pro-
blema Duale di Wolfe (5.60), nel senso che una soluzione ottima del Problema (5.60) &
data da (z*, \¥).

Tuttavia il fatto che la matrice @), essendo definita positiva, € invertibile puo essere
sfruttato utilizzando il vincolo di uguaglianza del Problema (5.60) per calcolare la
variabile x in funzione della variabile A, cioe:

r=-Q '(ATA+0),

questa relazione puo essere utilizzata nella funzione obiettivo del Problema (5.60) per
eliminare la variabile x e far diventare il problema solamente dipendente dalla variabile
A. In questa maniera si arriva al Problema (5.61) e si dimostra la proposizione. O
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5.6 Problemi di Programmazione Lineare
In questa sezione si analizza la teoria della dualita sviluppata in questo capitolo si
particolarizza per problemi di Programmazione Lineare.
In particolare viene considerato il seguente Problema di Programmazione Lineare con-
siderato nel Capitolo 1:
min ¢! 2 (5.62)
Az > b,

dove ce R*, x € R", A € R™*" e b€ R™.
Il precedente problema puo essere ricondotto alla struttura dei problemi di ottimizza-
zione considerati nei paragrafi precedenti, cioe

min ¢z (5.63)

—Azx < —b.

Se per questo problema si costruisce il suo Problema Duale di Wolfe ((5.40)) si ottiene:
max ¢l z — ul (Az — b)
~ATu4c=0
u >0,

tenendo conto del vincolo di uguaglianza nella funzione obiettivo, si ottiene:
max b’ u
ATy =¢ (5.64)
u > 0.
Cioe si ottiene il Problema Duale (1.10) considerato nel Capitolo 1.

Volendo determinare il Problema Duale Lagrangiano (5.30) del Problema (5.62), la
funzione ¢ e data da

T : T, —
o(u) = inf {ch —ul(Az — b)} = inf {bTu + (¢ — ATu)Tas} = { blu ifATu=c

z€R® z€R® —o0 altrimenti.

Percio il Problema Duale Lagrangiano del Problema (5.62) coincide con quello di Wolfe
(5.64) che, a sua volta, coincide di nuovo con il Problema Duale (1.10) cdel Capitolo 1.

Osservazione. Se si costruisce il Problema Duale di Wolfe del Problema (5.64) si
ritrova il Problema (5.62). Si puo quindi concludere nuovamente che il Problema Duale
del Duale ¢ il Problema Primale.

Utilizzando le proprieta descritte in questo capitolo, nel caso di problemi di Pro-
grammazione Lineare si puo provare il Teorema della dualita forte per problemi di
Programmazione Lineare enunciato nel Capitolo 1.
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Teorema 5.6.1 - Teorema della Dualita Forte

Se il Problema Primale (1.9) ammette una soluzione ottima x* € IR™ allora anche il
Problema Duale (1.10) ammette una soluzione ottima u* € IR™. Simmetricamente,
se il Problema Duale (1.10) ammette una soluzione ottima u* € IR™ allora anche il
Problema Primale (1.9) ammette una soluzione ottima x* € R™. Inoltre i valori delle
funzioni obiettivo dei due problemi all’ottimo sono uguali cioé risulta

o =blur. (5.65)

Prova. Se il Problema Primale (1.9) ha soluzione, il Teorema (3.4.4) assicura che
esistono dei moltiplicatori u* di Karush-Kuhn-Tucker ed il Teorema (5.4.3) mostra
che il vettore dei moltiplicatori u* di Karush-Kuhn-Tucker ¢ una soluzione ottima del
Problema Duale (1.10) e che vale ((5.65)).

Se, invece, il Problema Duale (1.10) ha soluzione u*, nuovamente il Teorema (3.4.4)
ed il Teorema (5.4.3) assicurano che esiste un vettore di moltiplicatori z* di Karush-
Kuhn-Tucker che & soluzione del suo Problema Duale. La dimostrazione del teorema
segue ricordando che, per i problemi di Programmagzione Lineare, il duale del Problema
Duale ¢ il Problema Primale. O
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Appendice A

Richiami di Algebra Lineare

A.1 Vettori

Rappresentazione di un vettore

Ogni vettore x € IR™ & pensato come un vettore colonna, cioe

z1
x2

Tn

Di conseguenza il suo trasposto z” ¢ il seguente vettore riga:

.’ET:(xl To - - xn)

Operazioni su vettori

Il prodotto tra uno scalare a € IR ed un vettore x € IR" & il vettore dato da:

AT
AT
ar =

azxy
La somma tra due vettori z,y € IR" ¢ il vettore dato da:

1+
T2 + Y2
rT+y=

Tn + Yn
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Il prodotto scalare tra due vettori x,y € IR" & lo scalare dato da:

n
aly = Z LiYi-
i=1

Dalla sua definizione segue la seguente proprieta:

Norma di un vettore

La norma di un vettore & uno scalare definito dalle seguenti proprieta:

1) x| >0 perogni zecR",
|z]| =0 se e solamente se x =0
2) laz| = laf [lz], perogni a€lR

3) llz+yll <zl +[lyll per ogni x,ye€R"

Alcuni esempi di norma sono:

La norma || - ||2 & detta norma Euclidea e puo essere scritta anche come ||z]|2 = VaTz.
Una importante proprieta (detta equivalenza delle norme) assicura che comunque scelte
due norme || - ||, e || - ||4 esistono due scalari ¢, co > 0 tali che si ha

cillelly < flll, < callzfl, per ogni  z,y € R™
In particolare vangono le seguenti relazioni:

2]l < lllly < [y,
llly < v/nllzly, (A1)
l2lly < v/nll2(l-

Disuguaglianza di Schwarz, angolo tra vettori, vettori ortogonali

Comunque scelti due vettori z,y € IR", per la norma Euclidea vale la seguente disu-
guaglianza di Schwarz:
T
=7yl < =]l |1yl (A.2)
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dove I'uguaglianza vale se e solamente se i due vettori sono collineari (cio¢ x = ay con
a€R).

Utilizzando la precedente disuguaglianza si puo definire il coseno dell’angolo compreso
tra due vettori:
Ty
Izl llylly
Due vettori x,y € IR™ sono detti ortogonali se:

cosf =

z y=0.

Indipendenza lineare e rango di insieme di vettori

Dei vettori x1,xo,...,2, € IR" sono linearmente indipendenti se non esistono degli
scalari aq, s, ..., a, € IR non tutti nulli tali che:

m
E oy = 0.
=1

Il rango di un insieme di vettori e il massimo numero di vettori linearmente indipendenti
contenuti nel insieme.

A.2 DMatrici

Rappresentazione di una matrice

Ogni matrice A € R™*™ & pensata come

ail ai2 : : A1n

a1 a2 o A2n
A= ,

Gml Aam2 - - amnp

che puo essere rappresentata in forma piu compatta

A=lag]
j=l..n

Di conseguenza la matrice trasposta AT € IR™*™ ¢ data da:

ail a1 : : am1

ai2 a2 : : Am?2
AT =

aln, a2n  *© * Gmn
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AT = [a]Z] i=1...m
j=1..n

Data una matrice A € IR™*™, le sue colonne sono rappresentate vettori a; € IR™,
1=1...,n

Q14
az;
Q.; = s
Amg
per cui si ha:
A=(a1 ag - - an).

Data una matrice A € IR"™*", le sue righe sono rappresentate vettori a;. € R", i =
1...,m

da cui:

Matrici quadrate

Una matrice A € IR™*" ¢ detta quadrata se m =n

Matrici simmetriche

Una matrice A € IR"™*™ ¢ detta simmetrica se ¢ quadrata e se soddifa la propieta
aij =ajperi=1,....,nej=1,...,n.

Una matrice A € IR™*" simmetrica coincide con la sua trasposta cioe A = AT

Operazioni su matrici

Il prodotto tra uno scalare a € IR ed una matrice A € IR"*"™ & la matrice data da:

aA = [aai;] o
j=1..n

La somma tra due matrici 4, B € IR"™*" ¢ la matrice data da:

A+ B =laij +by]
j=1l...n
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Date due matrici A € R™*? ¢ B € IRP*" (in cui il numero di colonne della prima ¢
uguale al numero di righe della seconda) si puo definire la matrice prodotto D € IR™*"™
data da:

1=1...m
j=1l...n

p
D =AB = [d”] ) con dij = Zaihbhj.
h=1

Come caso particolare, si puo definire il vettore y € R™ che dato dal prodotto di una
matrice A € IR™*" ed un vettore z € IR™:

Sy
=1 A15L;
D j=1 2

j=1 %2545

y=Axr = . ,

Sy i

j=1 AmjTj

che puo anche essere riscritto nelle seguenti maniere:

T

ai.x
n agzv
Y= Z Q. Ti, Y= )
i=1
a%.x

Dati due vettori y € IR™ e x € IR" ed una matrice A € R™*" si definisce il seguente
scalare:

m n
yT Az = 2T ATy = Z Z i Yi %

i=1 j=1

Rango di una matrice

Data una matrice A € IR"™*" si definisce rango di A, rango(A), il massimo numero di
colonne e/o righe linearmente indipendenti.

Matrici invertibili

N

Una matrice quadrata A € IR™*™ & detta invertibile o non singolare se il suo determi-
nante e diverso da zero.

Data una matrice quadrata A € IR™*", le seguenti affermazioni sono equivalenti:

i) la matrice A ¢ invertibile;

)

ii) la matrice AT & invertibile;

iii) per ogni vettore x € IR" tale che z # 0 si ha che Ax # 0;
)

iv) per ogni vettore y € IR™ esiste un unico vettore x € IR" tale che y = Ax;
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v) esiste una unica matrice A~! € IR™*" (detta matrice inversa di A) tale che

ATTA=AAT1 =T,
vi) le colonne di A sono linearmente indipendenti;

vii) le righe di A sono linearmente indipendenti;

Norma di matrici quadrate

La norma di una matrice A € IR™™™ puo essere definita sia interpretando la matrice
come un insieme di n? elementi a;j, coni=1,...,nej=1,...,n, e sia pensandola
come un operatore lineare da IR" a IR".

Nel primo caso si puo definire come norma di A una norma vettoriale dei suoi elementi.
Una norma di questo tipo e la seguente norma di Frobenius:

n n
2
E E ag;-

i=1 j=1

1Al =

Nel caso che la matrice ¢ considerata un operatore lineare si puo definire una norma
indotta dalla norma associata allo spazio vettiriale IR":

| Az|]
|Allp = sup [|Az|, = sup L.
2]lp=1 zeR™x£0 |1%lp

In particolare si ha:

n
Ally = Z = y
| Allx jpax 1I%I gjagxnllaglll
1=
n

| Alle = 1?%)%.21 lais] = max [lai |
]:

HAHQ =\ )‘maX(ATA)

dove Apax (AT A) indica il massimo autovalore della matrice AT A. Se A ¢ una matrice
simmetrica si ha:

|All2 = s Ai(A)],
dove \;(A), coni=1,...,n, sono gli autovalori di A.
Tra le precedenti norme valgono le seguenti relazioni:
1
N4D
1
Vn
1
%HAIIOO < [|Ally < Vn| Al -

1Al < [IAlly < [[Allp,

1Al < [[Ally < VallAlly,
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Date due matrici A € R™" e B € R™", sia la norma H . HF che le norme ” . ”17 H . H27
| - loo vale la relazione:

IAB] < [|A[l[|BI|

Matrici simmetriche definite positive e semidefinite positive

Una matrice simmetrica A € IR™*™ ¢ detta essere definita positiva se per ogni z € IR®
si ha
zT Az > 0.

Una matrice simmetrica A € IR™"™ & detta essere semidefinita positiva se per ogni
x € IR" si ha
2T Az > 0.

Una matrice simmetrica A € IR™*" & definita positiva se e solamente i suoi autovalori
sono positivi, cioe Apin(A4) > 0.

N

Una matrice simmetrica A € IR™*" & definita positiva se e solamente i determinanti dei
suoi minori principali sono positivi.

Una matrice simmetrica A € IR™"™ ¢ semidefinita positiva se e solamente i suoi
autovalori sono non negativi, cioe Apin(A) > 0.

Data matrice 1simmetrica A € IR™™ definita semidefinita positiva esiste una matrice
simmetrica A2 € R™ " tale che

i) A=Az A3,
ii) la matrice simmetrica A? & invertibile se e solamente se A & invertibile;
iii) se A & invertibile si ha A~! = A543,
Data matrice A € R™*" allora
i) la matrice AT A & simmetrica e semidefinita positiva;
ii) la matrice simmetrica A7 A & definita positiva se e solamente se A ha rango n;

iii) se n = m la matrice simmetrica AT A & definita positiva se e solamente se A &
invertibile.

Minimo e massimo autovalore di una matrice simmetrica

Data una matrice simmetrica A € IR"*" il suo minimo autovalore ed il suo massimo
possono essere definiti come:

T A T A
1‘ :U, Amax(A) = max AT

Amin(4) = min (A.3)

T Ty’
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Appendice B

Richiami di Analisi Matematica

B.1 Swuccessioni

Limiti di successioni

Data una successione {zy}, con z; € IR", un vettore z € IR" & un limite della successione
se per ogni ¢ esiste un indice k. tale che:

lzr — 2| <€ per ogni k> k..
Quando una sequenza ha un limite si usa la notazione:
lim zp =
k—o00

e la successione ¢ detta convergere al punto z.

Ogni successione ha al pit un solo limite.

{zr} = {1J1rk}

Per esempio la successione

ha come limite il punto 0.

Limiti di successiont di scalari

Ogni successione di scalari non crescente (non decrescente) e limitata inferiormente
(superiormente) ha un limite.

Punti di accumulazione di successioni

Data una successione {zj}, con z; € IR", un vettore z € IR" & un punto di accu-
mulazione della successione se per ogni € e per ogni k esiste un indice k > k tale
che:

g — 7] < e
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Se Z ¢ un punto di accumulazione della successione {zy} allora esiste una sotto succes-
sione {xy}x contenuta in {z;} che converge a = (cioé¢ ha limite in Z). Sintenticamente
si scrive:

lm xp,==2
k—oo,ke K

Come esempio si puo osservare la successione

o) = {7+ 0t}

che ha due punti di accumulazione
- il punto —1 a cui converge la sottosequenza {xj}rx, con K; l'insieme degli interi
dispari;
- il punto 1 a cui converge la sottosequenza {xj}r, con Ky l'insieme degli interi
pari.
Ogni successione limitata (cioe esiste uno scalare v tale che ||zg|| < 7) ammette un
punto di accumulazione.
Se la successione {x} converge a un limite Z allora tutti i punti di accumulazione
coincidono con il limite Z.
Punti di accumulazione di successioni di scalari

Data una successione {ax}, con oy € IR, il piu piccolo dei sui punti di accumulazione
¢ caratterizzato dal seguente limite:

liminf o, = lim inf oy,
k—o0 k—oo >k

e il piu grande dal seguente limite:

limsupap = lim sup .
k—o0 k—oo >k

Se la successione {ay} non ha punti di accumulazione si ha{ay}

lim inf o, = cc.
k—o00

Insiemi chiust

Un insieme A C IR" & chiuso se ogni punto di accumulazione di una successione {x},
con x; € A per ogni k, continua ad appartenere all’insieme A.

Insiemi compatti

Un insieme A € IR" & compatto se & chiuso e limitato.

Se un insieme A C IR" & compatto allora ogni successione {zj} tale che x; € A per
ogni k ha almeno un punto di accumulazione e tutti i suoi punti di accumulazione
appartengono all’insieme A.
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B.2 Funzioni continue, vettore gradiente, matrice Hessia-
na

Funzioni continue

Una funzione f : IR"™ — IR & continua in & se per ogni successione {zy}, con x; € R"
e tale che limy_,oo 1 = T si ha:

lim f(xx) = f(2)
k—o0
0, equivalentemente, se per ogni € > 0 esiste un . > 0 tale che

[f(z) — f(Z)| <€, perogni x € B(Z,0).

L’insieme delle funzioni continue su IR" viene indicato con C(IR").
Funzioni continuamente differenziabili
Data una funzione f : IR™ — IR se nel punto x € IR" il seguente limite esiste

hmf(x17'”)xi+67"‘7xN)_f(x)

e—0 €

e viene detto derivata parziale di f in z rispetto alla variabile z; ed e indicato con

Of (x) — lim flrey, ... ,xi+e,...,my) — f(x)
8.7)@' e—0 € '
Se in un punto z € IR" esistono tutte le derivate parziali agif), cont=1,...,n, si puo
definire il vettore gradiente di f in a:
of(x)
o0x1
of(x)
O0xo
Vf(z) =
of(x)
O0Tn
oppure il suo vettore trasposto
Of(x) _ (U@ 9@ L e
8$ ox1 Oxo 0xn
Se per ogni x € IR" tutte le derivate parziali aag), i =1,...,n, esistono e sono continue,

la funzione viene detta continuamente differenziabile.

L’insieme delle funzioni continuamente differenziabili su IR" viene indicato con C1(IR™).
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Funzioni due volte continuamemte differenziabili

Se per ogni x € IR" tutte le derivate parziali %Q(f), i =1,...,n, sono continuamente

differenziabili, esitono e sono continui i seguenti limiti

Af(#1,0Tj+6zn)  Of(x)

0? ; :
f(x):hm Oz 8%, perogni i=1,....,n, j=1,...,n.

&L’iaxj e—0 €

Tali limiti vengono detti derivate parziali seconde di f in z rispetto alla variabile x; ed
alla variabile x;.

Si definisce Hessiano di f, la matrice definita nella seguente maniera:

Ff(x)  O*f(x) 9 f(z)

B:Ef Ox10x2 Y 91107n
Ff(x)  O*f(x) 9 f(z)
O0x20x1 023 Y Oz90z,

Vi f(x) =
Pf(x)  f(x) . Of(z)
0rn0x1  Oxn0x2 Oxn0x2
Se per ogni x € IR" tutte le derivate parziali %ff), i =1,...,n, sono continuamente

differenziabili la funzione viene detta due volte continuamente differenziabile.

L’insieme delle funzioni due volte continuamente differenziabili su IR viene indicato
con C2(IR").

FEsempio

Data la funzione f(x) = 100(z — x%)2 + (1 —21)? si ha:

[ —400(z2 — 23)z1 — 2(1 — 21)
Vi) = < 200(zs — 3) !
5 [ —1200z% — 400z2 +2  —400z;
Vi) = ( —400z1 200

Matrice Jacobiana

Dato una funzione vettoriale g : IR™ — IR™, cioé un vettore di funzioni:
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In ogni punto x € IR" in cui il seguente limite esiste

. gj(x1, ...,z + €., 1) —gj(x)  Ogj(x)
im = ,
e—0 € 8$Z

viene detto derivata parziale della funzione g; in x rispetto alla variabile x;.

In un punto z € IR" in cui esistono tutte le derivate parziali 8983'5), conj=1,....,me
1=1,...,n, si puo definire la matrice Jacobiana di g in x:
0g1(x) 991 (x) o 0g1(x) 0g1(x)
o0z Oxo OTn oz
Og2(x)  Og2(x) . | 0Oga(x) 9g2(z)
o0z 0o OTn oz
9g(x) _ _
Ox ’
Ogm(z)  Ogm(x) | Ogm(z) 9gm ()
o oy Ozn, ox
oppure la sua matrice trasposta
9g1(x) 9g2(z) ~ Ogm(x)
o1 0x2 oz
9g1(x) 9g2(z)  Ogm(z)
0o 0T Oza
Vg(z) = =(Vgi(z) Vaga(x) Vgm(x))
Og1(x) 9g2(x) | | Igm(®)
Oxp Oxn, Oxn

Funzione lineare

Una funzione f :IR™ — IR ¢ detta lineare se ha la seguente espressione:
flx) =",

con ¢ € IR".

Funzione affine

Una funzione f : IR™ — IR ¢ detta affine se ha la seguente espressione:
f(x)=c'z +a,
conc€R" e a€lR.

Funzione quadratica

Una funzione f : IR™ — IR ¢ detta quadratica se ha la seguente espressione:
1
flx) = §xTQm + 'z +q,

con Q€ R""™ ceR"eqe<R.
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B.3 Teoremi della media

Teoremi della media del primo ordine

Teorema B.3.1 Sia f € C*(IR™) allora per ogni v,y € R™ esiste un \ € [0,1] per cui
st ha:

f@)=f@)+Vfx+Ay—2)"(y—a).

Teorema B.3.2 Sia f € C'(IR") allora per ogni x € R™ e per ogni sequenza di vettori
{yr}, con yr € R", tale che

klggo Y=
st ha:
Flyr) = f(@) + V@) (yr — 2) + 112, 00),
con

lim Tl(mayk’) _
k—oo ||y — |

Teoremi della media del secondo ordine
Teorema B.3.3 Sia f € C2(IR") allora per ogni x,y € R™ esiste un A € [0,1] per cui
st ha:

Fl) = @) + V7@ (s~ 2) + 50y~ ) V2 + My~ )y — ).

Teorema B.3.4 Sia f € C*(IR") allora per ogni x € R™ e per ogni sequenza di vettori
{yr}, con yr € R", tale che

lim y, = z,
k—o0

st ha:

Fle) = )+ T (o~ 2) + 5~ ) V@)~ ) + ol )
o e

=0.
koo [y — x|

Teoremi della media del primo ordine per funzioni vettoriali
Teorema B.3.5 Sia g : IR" — IR™, con g; € C*(IR®) peri = 1,...,m, allora per ogni
z,y € R" esistono m scalari \; € [0,1], coni=1,...,m, per cui si ha:

g1 (z+X1(y—x))
ox

0g2(z+X2(y—=))
ox

9gm (x'f‘)\m (y—x))
oz
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Teorema B.3.6 Sia g : R" — IR™, con g; € C*(R") peri=1,...,m, allora per ogni
z,y € R" si ha:

_ b og(x + t(y — x))
9(y) = g(x) + /0 o (y — x)dt
oppure 5 ,
lo(@) g < sup | 2Ty,
0<t<1 x
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