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1 Analisi dei sistemi

In questo capitolo vengono proposti vari problemi di modellistica e analisi di
sistemi dinamici.

Esercizio 1.1

Si consideri il sistema meccanico in figura, costituito da due carrelli mobili e
da due molle elastiche lineari.

M M

x1 x2

u1 u2

k1 k2

I carrelli hanno entrambi massa M , e su di essi agiscono due forze esterne,
rispettivamente u1 e u2. I coefficienti di elasticità delle molle valgono k1 e k2.
Si indichino con x1 e x2 gli spostamenti dei carrelli rispetto alla situazione
di molle indeformate, e si trascurino tutti gli attriti. Determinare il modello
dinamico del sistema, fornendone una rappresentazione nello spazio di stato.

Esercizio 1.2

Sia dato il seguente sistema lineare stazionario a tempo continuo

ẋ =


 0 1 0

1 0 0
0 0 −1


 x +


−1 0

0 1
0 1


u

y = ( 1 1 1 ) x

Si studi la stabilità del sistema. Esistono stati iniziali in corrispondenza
ai quali l’uscita y(t) in evoluzione libera si mantiene limitata per qualsiasi
istante di tempo t?

Esercizio 1.3

Si consideri il sistema meccanico illustrato in figura, costituito da una molla
verticale di costante elastica torsionale k collegata ad un’asta rigida che porta
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una sfera di massa m alla sua estremità. Il baricentro della sfera si trova a
una distanza � dall’asse di rotazione.

θ

m

k,f

�

Si assuma che la massa dell’asta sia trascurabile, e che sia presente un attrito
viscoso con coefficiente f > 0.

a) Prendendo come uscita del sistema la rotazione θ dell’asta rispetto alla
posizione di equilibrio, si derivino le equazioni di stato del sistema.

b) Si studi la natura dei modi naturali del sistema al variare di f .

c) Posto f = 0.01, k = 0.05, m = 2, l = 0.5, si determini dopo quanto
tempo l’ampiezza di oscillazione si riduce del 90% rispetto a quella
iniziale, a seguito di una rotazione iniziale dell’asta di α gradi.

Esercizio 1.4

Considerato il sistema interconnesso in figura

+

+

1
s+1

1

s−1

s−1

s+2

u1

u2

y
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a) calcolare la risposta forzata all’ingresso

u1(t) = δ−1(t) u2(t) =
{

1 0 ≤ t ≤ 1
0 t > 1

b) calcolare la risposta a regime permanente all’ingresso

u1(t) = u2(t) = sin 2t

Esercizio 1.5

Dato il sistema

ẋ1 = x2

ẋ2 = x1

ẋ3 = x3

y = x1 + x2 + x3

determinare tutti gli stati iniziali x(0) tali che l’uscita corrispondente sia non
divergente.

Esercizio 1.6

Dato il sistema a retroreazione positiva unitaria avente la seguente funzione
di trasferimento sul ramo diretto

F (s) = k
s + 1

s(s − 1)

si studi la stabilità ad anello chiuso al variare di k mediante il criterio di
Nyquist.

Esercizio 1.7

Si studi la stabilità del sistema a controreazione unitaria avente la seguente
funzione di trasferimento sul ramo diretto

F (s) = k
(s + 1)2

s(s − 1)(s + 2)(s + 3)

al variare del parametro k > 0. In particolare, si determinino con esattezza
eventuali valori critici di k.
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Esercizio 1.8

Mediante il criterio di Nyquist, si studi qualitativamente la stabilità del si-
stema a controreazione unitaria avente la seguente funzione di trasferimento
sul ramo diretto

F (s) = k
s − z

(s + p1)(s − p2)(s − p3)
p1 > p2 > p3 > z > 0

al variare del parametro k > 0, nell’ipotesi che p1 sia sufficientemente grande.

Esercizio 1.9

Dato il sistema lineare

ẋ = Ax + Bu

y = Cx

con

A =




1 2 0
0 −1 0
0 0 2


 B =




1
0
2


 C =

(
0 1 1

)

si determinino tutti gli stati iniziali x0 cui corrisponde un’uscita y limitata in
evoluzione libera.

Esercizio 1.10

Mediante il criterio di Nyquist, si studi la stabilità del sistema a controrea-
zione unitaria avente la seguente funzione di trasferimento sul ramo diretto

F (s) = k
(1 + τ1s)(1 + τ2s)

s3
τ1, τ2 > 0

al variare del parametro k > 0. Si determinino eventuali valori critici di k
usando il criterio di Routh.

Esercizio 1.11

Dato il sistema lineare

ẋ1 = x1 + x2 + x3 + u

ẋ2 = −x1 − x2 − x3 − u

ẋ3 = x1 + x2 + x3

y = x1 + u
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a) calcolare la matrice di transizione dello stato Φ(t) e la risposta impul-
siva W (t);

b) determinare gli stati iniziali cui corrisponde un’uscita y limitata in
evoluzione libera.

Esercizio 1.12

Mediante il criterio di Nyquist, si studi la stabilità del sistema a controrea-
zione unitaria avente la seguente funzione di trasferimento sul ramo diretto

F (s) = k
s − a

s(s + a)
a > 1

al variare del parametro k (valori positivi e negativi). In particolare, si
determinino eventuali valori critici di k.

Esercizio 1.13

Dato il sistema lineare

ẋ1 = 3x1 − 8x2 + 3u

ẋ2 = 3x1 − 7x2 + u

y = 3x1 − 6x2

a) si determini la corrispondente funzione di trasferimento;

b) se ne calcoli l’uscita in evoluzione libera a partire dalla condizione
iniziale x0 = (2 1)T .

Esercizio 1.14

Mediante il criterio di Nyquist, si studi la stabilità del sistema a controrea-
zione unitaria avente la seguente funzione di trasferimento sul ramo diretto

F (s) =
1 − τs

(1 + s)2

al variare del parametro τ > 0. In particolare, si determinino eventuali valori
critici di τ .
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Esercizio 1.15

Si dimostri che la risposta impulsiva W (t) del sistema dinamico lineare

ẋ = Ax + Bu

y = Cx

è identicamente nulla se vale la seguente relazione

R (B AB . . . An−1B ) ∈ N (C)

dove R(·) e N (·) indicano rispettivamente lo spazio immagine e lo spazio
nullo di una matrice.

Esercizio 1.16

Si consideri il processo individuato dalla seguente funzione di trasferimento

P (s) =
0.5 − s

s(0.5 + s)

Utilizzando il criterio di Nyquist, si studi la stabilità del sistema a contro-
reazione unitaria avente tale processo sul ramo diretto.

Esercizio 1.17

Calcolare la risposta a regime permanente ad un ingresso a gradino per un
sistema del secondo ordine caratterizzato dalla coppia di poli complessi e
coniugati p = α + j, p∗ = α − j, al variare di α.

Esercizio 1.18

Dato il sistema

ẋ1 = −6x1 − 6x2 + u

ẋ2 = 2x1 + x2 − u

y = −2x1 − 4x2

si calcoli l’uscita in evoluzione libera a partire dalla condizione iniziale

x0 =
(−2

1

)
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Esercizio 1.19

Studiare con il criterio di Nyquist la stabilità del sistema ottenuto dalla
controreazione unitaria della funzione di trasferimento

F (s) =
s + 100

(s2 + 1)(1 − s)

Esercizio 1.20

Dato il sistema lineare

ẋ = Ax + Bu

y = Cx

con

A =



−1 2 0 0
0 3 0 0
1 1 −4 2
0 −1 0 −2


 B =




2
0
1
0


 C = ( 3 2 0 0 )

si studi la risposta in regime permanente all’ingresso u(t) = (1+cos 4t)δ−1(t).

Esercizio 1.21

Per il sistema di controllo in figura

r +

− s
1
2

k s2

k1

−

dire se le seguenti asserzioni sono vere o false: (i) il sistema è di tipo 2 (ii)
l’errore a regime per un riferimento r a rampa unitaria è nullo per k2 = 0
(iii) posto k2 = 1, la più rapida risposta indiciale non oscillatoria si ottiene
per k1 = 0.25. Giustificare le risposte.
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2 Sintesi in Frequenza

In questo capitolo vengono proposti vari problemi di sintesi di sistemi di
controllo mediante l’impiego della risposta in frequenza.

Esercizio 2.1

Si consideri il sistema di controllo in figura

r
G(s)

d

+

−

y
P

u

in cui il processo P ha la seguente rappresentazione con lo spazio di stato

ẋ = −0.5 x + 0.1 u + 0.1 d

y = −5.5 x + 0.1 u + 0.1 d.

Si progetti un compensatore G(s) = KGR(s)/sr tale che |KGR(jω)| ≤ 18 dB,
∀ω, e in grado di garantire le seguenti specifiche:

• risposta nulla a regime permanente per un disturbo d costante;

• massimo valore possibile di banda passante;

• margine di fase non inferiore a 30◦.

Esercizio 2.2

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) = 7
as − 1

s
0.1 ≤ a ≤ 1

si progetti un controllore di dimensione minima (cioè con il minor numero
possibile di poli) tale che il sistema di controllo soddisfi le seguenti specifiche:
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• errore a regime nullo per un riferimento a rampa unitaria;

• pulsazione di attraversamento pari a 1/a;

• margine di fase di almeno 10◦.

Al termine, tracciare il diagramma di Nyquist prima e dopo la compensazio-
ne.

Nota: L’esercizio va risolto in modo parametrico rispetto ad a. È ammissibile
una modesta approssimazione nel soddisfacimento delle specifiche.

Esercizio 2.3

Progettare un controllore C(s) in grado di stabilizzare asintoticamente il
processo

P (s) =
s + 1

s3
,

imponendo una banda passante di almeno 5 rad/sec ed un margine di fase
di almeno 30◦, sotto il vincolo |C(jω)| ≤ 36 dB per ogni valore di ω.

Esercizio 2.4

Si consideri il sistema di controllo in figura

r
G(s)

+

−

y−

d

+

+

+
10−s

10+s

10
s

Si progetti la funzione di trasferimento G(s) del controllore in modo da
garantire la stabilità asintotica e soddisfare le seguenti specifiche:

• risposta a regime nulla per un disturbo d a gradino;

• errore a regime non superiore a 0.1 per un ingresso r = t2/2;

• pulsazione di attraversamento all’incirca pari a 1 rad/sec;
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• margine di fase non inferiore a 25◦.

Al termine, tracciare il diagramma di Nyquist qualitativo della funzione di
trasferimento ad anello aperto ottenuta.

Esercizio 2.5

Per il processo in figura

+

+

−
C(s)

−u

2

1
s-1

s+10
1

s+10
s+20

+

−

+

+
d

y

si progetti un controllore C(s) in modo da soddisfare le seguenti specifiche:

• astatismo;

• errore a regime permanente in risposta ad un ingresso canonico a pa-
rabola non superiore a 0.05;

• pulsazione di attraversamento ωt ∈ [5 ÷ 10] rad/sec;

• margine di fase non inferiore a 30◦;

• stabilità asintotica ad anello chiuso.

Esercizio 2.6

Per il processo

P (s) =
40

(s + 10)(s + 20)

si progetti un controllore C(s) in uno schema a controreazione unitaria in
modo da soddisfare le seguenti specifiche:

• errore a regime permanente ≤ 0.2 per un’uscita desiderata yd = 5t;
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• tempo di salita ts ≤ 0.2 s nella risposta indiciale;

• banda passante B3 ≥ 20 rad/sec;

• margine di fase mφ ≥ 40◦;

• attenuazione maggiore dell’90 % dei disturbi agenti sull’uscita nella
banda di frequenze [0, 2] rad/sec;

• controllore di dimensione minima.

A sintesi completata, si verifichi esplicitamente il soddisfacimento della spe-
cifica sulla banda passante ad anello chiuso.

Esercizio 2.7

Si consideri un servomeccanismo composto da un motore elettrico che movi-
menta un braccio meccanico attraverso una trasmissione visco-elastica. Il mo-
dello dinamico di tale processo è dato dalle seguenti due equazioni differenziali
lineari del secondo ordine,

J�θ̈� + br(θ̇� − θ̇m) + kr(θ� − θm) = 0

Jmθ̈m + br(θ̇m − θ̇�) + kr(θm − θ�) = τ,

in cui θm (θ�) è la posizione angolare del motore (braccio), Jm (J�) è l’inerzia
del motore (braccio), kr (br) è il coefficiente di rigidezza (viscosità) della
trasmissione, e τ è la coppia fornita dal motore (ingresso di controllo). In
particolare, si assumano i seguenti dati numerici:

J� = 4 Kg m2, Jm = 1 Kg m2, kr = 100 Nm/rad, br = 10 Nm/(rad/sec).

Progettare un controllore C(s) a controreazione dall’uscita y = θ� (posizione
del braccio) in modo che la banda passante ad anello chiuso sia almeno
10 rad/sec.

Esercizio 2.8

Per il processo

P (s) =
as + 1

s(s − 1)
, 0.05 < a < 1,

si consideri uno schema di controllo a controreazione unitaria dall’uscita con
controllore G(s).
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a) Studiare mediante il criterio di Nyquist la stabilità asintotica del siste-
ma ad anello chiuso ottenuto con G(s) = 1.

b) Progettare un controllore G(s) che renda asintoticamente stabile il si-
stema ad anello chiuso, con un errore a regime permanente minore di
0.1 nella riproduzione di un’uscita desiderata yd(t) = 3t.
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3 Sintesi basata sul luogo delle radici

In questo capitolo vengono proposti vari problemi di sintesi di sistemi di
controllo basati sull’uso del luogo delle radici o comunque delle funzioni di
trasferimento.

Esercizio 3.1

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s + 2

s2 + 1

si progetti un controllore di dimensione minima tale che il sistema ad anello
chiuso soddisfi le seguenti specifiche:

a) errore nullo a regime permanente per ingressi a gradino;

b) stabilità asintotica.

Si tracci il luogo delle radici prima e dopo la compensazione.

Esercizio 3.2

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s + 1

s2(s − 1)

si progetti un controllore di dimensione 2 tale che il sistema ad anello chiuso
soddisfi le seguenti specifiche:

a) risposta nulla a regime permanente per un disturbo costante agente
sull’ingresso del processo;

b) stabilità asintotica.

Si tracci il luogo delle radici prima e dopo la compensazione.
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Esercizio 3.3

Si consideri il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s + 3

(s + 2)(s − 5)

a) Si progetti un controllore di dimensione minima tale che il sistema
ad anello chiuso sia asintoticamente stabile e astatico rispetto a un
disturbo agente sull’ingresso del processo.

b) Si progetti un controllore strettamente proprio e di dimensione minima
tale che il sistema ad anello chiuso sia asintoticamente stabile e astatico
rispetto a un disturbo agente sull’ingresso del processo, e inoltre presen-
ti un errore a regime non superiore a 0.01 in presenza di un riferimento
a rampa unitaria.

Si traccino i vari luoghi delle radici di interesse.

Esercizio 3.4

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s − 1

s(s − 2)

si progetti un controllore G(s) di dimensione minima e tale da garantire le
seguenti specifiche:

a) risposta nulla a regime permanente per un disturbo d costante agente
sull’ingresso del processo;

b) stabilità asintotica.

Si tracci il luogo delle radici prima e dopo la compensazione.

Esercizio 3.5

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s + 2

s(s − 2)

si progetti un controllore G(s) di dimensione minima e tale da garantire le
seguenti specifiche:
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a) risposta nulla a regime permanente per un disturbo costante agente
sull’ingresso del processo;

b) tutti i poli ad anello chiuso con parte reale non superiore a −1.

Durante la soluzione, si traccino i vari luoghi delle radici di interesse.

Esercizio 3.6

Si consideri il processo composito in figura.

u
1

s–1

4

s+3 –

+

y2y1

Supponendo che entrambe le grandezze y1 e y2 siano misurabili, si progetti
uno schema di controllo a dimensione complessiva unitaria in grado di garan-
tire la stabilità asintotica ad anello chiuso e la riproduzione asintoticamente
esatta di segnali di riferimento costanti.

Esercizio 3.7

Si consideri il processo descritto dalla funzione di trasferimento

P (s) =
y(s)

u(s)
=

s − 5

s2 + as + 5
.

Posto a = 6, si progetti uno schema di controllo a retroazione tale da
soddisfare le seguenti specifiche:

a) errore a regime non superiore a 0.5 per un riferimento a rampa unitaria;

b) stabilità asintotica ad anello chiuso;

c) controllore G(s) di dimensione minima.

Al termine, tenendo fisso il controllore G(s) progettato, si studi la col-
locazione dei poli ad anello chiuso al variare del parametro a del processo
(Suggerimento: si utilizzi opportunamente il metodo del luogo delle radici).
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Esercizio 3.8

Per un processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s − 1

s2 + 1

si determini un controllore di dimensione minima che garantisca stabilità
asintotica ed astatismo rispetto a un disturbo sull’uscita. Si tracci il luogo
delle radici prima e dopo la compensazione.

Esercizio 3.9

Per il processo avente funzione di trasferimento

P (s) =
s + 2

s − 1

si determini un controllore strettamente proprio e di dimensione minima che
garantisca ad anello chiuso:

a) stabilità asintotica;

b) errore nullo a regime in presenza di un disturbo d(t) = sin t additivo
sull’uscita.

Si tracci il luogo delle radici prima e dopo la compensazione.

Esercizio 3.10

Si consideri il sistema di controllo in figura

r
G(s)

+

−

y−

d

+

+

+
10−s

10+s

10
s

L(s)

nel quale sia

L(s) = − 1

10 + s
.

Si progetti un controllore di dimensione minima in modo da garantire stabi-
lità asintotica ed errore a regime nullo per un ingresso a rampa. Si tracci il
luogo delle radici qualitativo prima e dopo la compensazione.
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Esercizio 3.11

Si consideri il processo composito in figura

s−0.5

s+5
1

s−0.5

1

s−3

Disponendo di due sensori ideali (in grado di misurare qualsiasi segnale del
processo e aventi funzione di trasferimento unitaria) e di due amplificatori
(a guadagno costante ma modificabile a piacere), oltre che di sommatori, si
progetti uno schema di controllo in grado di stabilizzare il processo.
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4 Sintesi basata sullo spazio di stato

In questo capitolo sono proposti problemi di sintesi di sistemi di controllo
basati sull’uso delle rappresentazioni con lo spazio di stato.

Esercizio 4.1

Si consideri il processo descritto nello spazio di stato dalla terna di matrici

A =




1 1 0
−1 −1 1
3 1 −2


 B =




1
2
1


 C =

(
1 0 0

)

a) Assumendo che lo stato del sistema sia misurabile, determinare un con-
trollore a retroazione dallo stato tale che il sistema ad anello chiuso
abbia tutti gli autovalori in −2.

b) Assumendo che la sola uscita del sistema sia misurabile, determinare
mediante il principio di separazione un controllore a retroazione dal-
l’uscita in modo tale che il sistema ad anello chiuso abbia tutti gli
autovalori in −2, e ricavare la corrispondente funzione di trasferimento
del controllore G(s).

Esercizio 4.2

Si consideri il sistema

ẋ = Ax + Bu y = Cx

in cui

A =


 0.5 0 0.4

0 −1 0
0.7 0 0.8


 B =


 1

b2

0


 C =

(
c1 1 0

)

a) Per quali valori di b2 e c1 è possibile ricostruire lo stato del sistema
osservandone l’uscita?

b) Per il caso b2 = c1 = 1, si imposti la costruzione di un osservatore dello
stato con dinamica dell’errore di osservazione arbitraria.
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Esercizio 4.3

Si consideri il processo descritto nello spazio di stato dalla terna di matrici

A =


 −2 0 0

2 −1 0
2 2 1


 B =


 0

2
2


 C =

(
1 0 1

)

a) Assumendo che lo stato del sistema sia misurabile, determinare un con-
trollore a retroazione dallo stato tale che il sistema ad anello chiuso
abbia tutti gli autovalori in −2.

b) Assumendo che la sola uscita del sistema sia misurabile, determinare un
controllore a retroazione dall’uscita in modo tale che il sistema ad anello
chiuso abbia tutti gli autovalori in −2, e ricavare la corrispondente
funzione di trasferimento del controllore G(s).

Esercizio 4.4

Per il processo in figura, nel quale a e b sono costanti, si analizzino le proprietà
di raggiungibilità, osservabilità, stabilizzabilità e rilevabilità al variare di a e
b.

1
s+3

2
s+1

u

z1

z3

1
s−1

z2

y+

+

b

a

Successivamente, si ponga a = 1 e b = 0.

a) Assumendo che i segnali interni z1, z2 e z3 siano misurabili, determinare
un sistema di controllo puramente istantaneo tale che ad anello chiuso
tutti gli autovalori siano collocati in −1.

b) Assumendo che la sola uscita y del sistema sia misurabile, determinare
un sistema di controllo di dimensione minima tale che ad anello chiuso
tutti gli autovalori siano collocati in −1.
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Esercizio 4.5

Si consideri il processo avente la seguente equazione di stato

ẋ =

(
1 1
0 −1

)
x +

(
1
0

)
(u + d)

in cui x ∈ IR2 rappresenta lo stato, u ∈ IR l’ingresso e d ∈ IR un disturbo.

a) Si supponga di disporre di un sensore in grado di misurare una delle
componenti dello stato (ma non entrambe). Quale di esse deve essere
misurata affinché il processo sia stabilizzabile mediante una retroazione
dall’uscita? Qual è la corrispondente equazione di uscita?

b) Nell’ipotesi che l’equazione di uscita sia quella determinata al punto
a), si progetti uno schema di controllo a retroazione dall’uscita avente
dimensione unitaria e tale da garantire (i) astatismo rispetto al distur-
bo d (ii) stabilità asintotica (iii) pulsazione di attraversamento pari a
1 rad/sec (iv) margine di fase prossimo a 45◦.

c) Con riferimento al punto b), si tracci il diagramma di Nyquist prima (ma
avendo già soddisfatto la specifica (i)) e dopo la compensazione.

Esercizio 4.6

Si consideri un sistema meccanico descritto dall’equazione differenziale

z̈ − z = u + d

in cui z indica una posizione, u una forza esterna manipolabile e d un distur-
bo costante. Prendendo z come uscita, si progetti uno schema di controllo
tale che il sistema complessivo sia astatico rispetto a d e abbia autovalori
{−1,−1 ± j,−2,−2,−2}.
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Esercizio 4.7

Si consideri il sistema in figura, nel quale α e β sono numeri reali.

y

u

∫ x1
++

x2∫+

2

αβ

—

+

Utilizzando i metodi basati sullo spazio di stato, si stabilisca per quali valori
di α e di β è possibile costruire un controllore a retroazione dall’uscita tale che
tutti gli autovalori del sistema ad anello chiuso valgano −1, e si determinino le
equazioni di tale controllore. Infine, si determini la funzione di trasferimento
del corrispondente compensatore dinamico.

Esercizio 4.8

Un carrello di massa M > 0 è vincolato a un muro da una molla di costante
elastica K > 0; x denota lo scostamento rispetto alla posizione di riposo
(molla indeformata). Sul carrello, che si muove in assenza di attrito, è possi-
bile esercitare una forza di trazione f . Il carrello è equipaggiato con un unico
sensore, in grado però di misurarne a scelta la posizione x oppure la velocità
ẋ (ma non entrambe).

x

K

M
f

a) Disponendo soltanto di un amplificatore (scalare), si costruisca uno sche-
ma di controllo che renda il sistema asintoticamente stabile. In parti-
colare, per il caso M = 1, K = 2 si dimensioni l’amplificatore in modo
da avere modi naturali con costanti di tempo τ1 = 0.5, τ2 = 1.
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b) Si costruisca un dispositivo che fornisca una stima asintoticamente esatta
dello stato del sistema, in grado di funzionare anche nel caso limite
K = 0.

In entrambi gli schemi proposti, si indichi chiaramente quale grandezza si è
scelto di misurare col sensore.
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